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La politica es para el momento.
Una ecuacién es para la eternidad.

A. EINSTEIN

Algunos trucos de célculo son bastante faciles,
otros son muy dificiles. Los tontos

que escriben los libros de matematicas
avanzadas pocas veces se toman la molestia de
mostrar cuan faciles son los calculos faciles.

SiLvaNus P. THOMPSON Calculus Made Easy, Macmillan (1910)






INDICE GENERAL

PREFACIO ix

1 LA GEOMETRIA DEL ESPACIO EUCLIDIANO 1

1.1 Vectores en el espacio tridimensional 1

1.2 El producto interno 21

1.3 El producto cruz 30

1.4 Coordenadas esféricas y cilindricas 47

1.5 Espacio euclidiano n-dimensional 57
Ejercicios de repaso del capitulo1 68

2  DIFERENCIACION 75

2.1 Geometria de las funciones con valores reales 76
2.2 Limites y continuidad 95
2.3 Diferenciaciéon 118
2.4 Propiedades de la derivada 131
2.5 Gradientes y derivadas direccionales 145
2.6 Derivadas parciales iteradas 157
*2.7 Algunos teoremas técnicos de diferenciacion 168
Ejercicios de repaso del capitulo2 180



vi

iNDICE GENERAL

FUNCIONES CON VALORES VECTORIALES 189

3.1
3.2
3.3
3.4
3.5

Trayectorias y velocidad 189

Longitud de arco 201

Campos vectoriales 211

Divergencia y rotacional de un campo vectorial 220
Calculo diferencial vectorial 231

Ejercicios de repaso del capitulo 3 238

DERIVADAS DE ORDEN SUPERIOR;
MAXIMOS Y MINIMOS 241

4.1
4.2
4.3
*4.4
4.5

Teorema de Taylor 242

Extremos de funciones con valores reales 248

Extremos restringidos y multiplicadores de Lagrange 265
Teorema de la funcién implicita 280

Algunas aplicaciones 201

Ejercicios de repaso del capitulo 4 298

INTEGRALES DOBLES 303

5.1
5.2
53
5.4
*5.5

Introduccién 303

Integral doble sobre un rectangulo 314

Integral doble sobre regiones mas generales 329
Cambio en el orden de integracién 336

Algunos teoremas técnicos de integraciéon 342
Ejercicios de repaso del capitulo5 352

INTEGRAL TRIPLE, FORMULA DE
CAMBIO DE VARIABLES Y APLICACIONES 355

6.1
6.2
6.3
6.4
*6.5

Integral triple 355

Geometria de las funciones de R* a R 364
Teorema del cambio de variables 371
Aplicaciones de las integrales dobles y triples 389
Integrales impropias 401

Ejercicios de repaso del capitulo6 408



INDICE GENERAL vii

7 INTEGRALES SOBRE TRAYECTORIAS Y SUPERFICIES 413

7.1 La integral de trayectoria 414

7.2 Integrales de linea 419

7.3 Superficies parametrizadas 440

7.4 Area de una superficie 449

7.5 Integrales de funciones escalares sobre superficies 463

7.6 Integrales de superficie de funciones vectoriales 472
Ejercicios de repaso del capitulo 7 486

8 TEOREMAS INTEGRALES DEL ANALISIS VECTORIAL 490

8.1 Teorema de Green 490
8.2 Teorema de Stokes 504
8.3 Campos conservativos 517
8.4 Teorema de Gauss 528
*8.5 Aplicaciones a la fisica y ecuaciones diferenciales 544
*8.6 Formas diferenciales 566
Ejercicios de repaso del capitulo 8 582

RESPUESTAS A LOS EJERCICIOS CON NUMERACION IMPAR 585

TABLAS 647

INDICE DE MATERIAS 655






PREFACIO

Este texto se ide6 para un curso de un semestre de cdlculo de funciones de varias
variables y analisis vectorial, en el nivel de segundo ano de universidad. En ciertas
ocasiones e} curso es precedido por un curso introductorio de algebra lineal, pero
esto no es un requisito esencial. Sélo se requieren de los rudimientos mas simples
del algebra matricial, y los conceptos necesarios son presentados en el libro. Sin
embargo, suponemos que se conocen los principios del calculo de una variable
—diferenciacién e integracién de las funciones comunes.

En el libro se incluye la mayor parte de la teoria bdsica, asi como muchos
ejemplos concretos y problemas. La experiencia docente en este nivel indica que
es deseable omitir la mayoria de las demostraciones técnicas; son dificiles para
los principiantes y se incluyen mas bien como referencia o lectura suplementaria.
En particular, algunas de las demostraciones técnicas de los teoremas en los
capitulos 2 y 5 se presentan en las secciones optativas 2.7 y 5.5. La seccidén 2.2
sobre limites y continuidad ha sido disefiada para estudiarse superficialmente y
es deliberadamente breve. Se han omitido temas tedricos mds sofisticados, como
compacidad y demostraciones delicadas de teoria de integracién, pues en general
pertenecen a cursos mas avanzados, y son mejor explicados en éstos.

En este nivel es importante tener habilidad para calcular y comprensién in-
tuitiva; hemos procurado satisfacer esta necesidad haciendo el libro tan concreto
y orientado al estudiante como nos fue posible. Por ejemplo, aunque hemos for-
mulado correctamente la definicién de derivada, lo hicimos usando matrices de
derivadas parciales en lugar de transformaciones lineales. Este recurso por si solo
puede ahorrar una o dos semanas de lecciones y evitar dolores de cabeza a los
estudiantes cuyos conocimientos de algebra lineal no estén en su mejor forma.
Ademas incluimos un gran niimero de ilustraciones fisicas. En particular, hemos
incluido ejemplos de areas de la fisica como mecénica de fluidos, gravitaciéon y
teoria electromagnética, y también de economia, aunque no se supone un cono-
cimiento previo de dichos temnas.
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Una caracteristica especial del libro es la pronta introduccién de campos vec-
toriales, divergencia y rotacional en el capitulo 3, antes de integracién. En un
curso de este tipo el andlisis vectorial se resiente; el presente arreglo fue disenado
para compensar esta tendencia. Avanzando en esta direccién, podria considerarse
exponer el capitulo 4 (teorema de Taylor, maximos y minimos, multiplicadores
de Lagrange) después del capitulo 8 (anélisis vectorial).

Esta tercera edicidén conserva el balance entre teoria, aplicaciones, material
optativo y notas histéricas presente en la segunda edicidén. Los cambios en esta
tercera edicién son los siguientes: Fred Soon y Karen Pao han revisado los ejer-
cicios y han publicado una Guia de estudio (Study Guide). Esta guia contiene
soluciones completas a ejercicios seleccionados del libro (los nimeros o letras
de estos ejercicios han sido encuadrados para su facil identificacién) asi como
sugerencias para estudio y ejemplos de exdmenes.

Los ejercicios se han colocado en una progresién mas adecuada, de acuerdo
con su nivel de dificultad y cubren una mayor amplitud de temas. Los teore-
mas técnicos optativos sobre diferenciacion y los teoremas sobre integracidn se
han cambiado de los apéndices a los capitulos 2 y 5, y estan impresos en tipo
mas pequeiio. El largo capitulo sobre teoria de integracion ha sido dividido en
dos anadiéndose una nueva seccién sobre aplicaciones de integrales miiltiples.
Se ha incluido material adicional sobre coordenadas cilindricas y esféricas y se
ha simplificado la seccién sobre el significado geométrico de la divergencia y el
rotacional. A lo largo del libro se han hecho otros cambios y correcciones que
mejoran la exposicion. Muchos de éstos han sido sugeridos por lectores de la
segunda edicidén y estamos en deuda con todos ellos por haber mejorado el libro
para beneficio del estudiante.

REQUISITOS PREVIOS Y NOTACION

Suponemos que los alumnos han estudiado cédlculo de funciones de una varia-
ble real, incluida la geometria analitica en el plano. Algunos estudiantes quiza
también hayan estudiado matrices, aunque lo que vamos a necesitar se presenta
en las secciones 1.3 y 1.5.

También suponemos que los alumnos estdn familiarizados con funciones del
céalculo elemental, como senz, cosz, ¢ y logz (escribimos logz para el loga-
ritmo natural, que a veces se denota por In z o log, z). Se espera que los alumnos
conozcan, o repasen conforme transcurre el curso, las reglas basicas de diferen-
ciacidn e integracién para funciones de una variable, como la regla de la cadena,
la regla del cociente, integracion por partes y demas.

Ahora resumiremos las notaciones que se van a usar, a veces sin mencion
explicita. Los alumnos pueden leerlas rapidamente y después recurrir a ellas, si
fuese necesario.

La coleccién de los nlimeros reales se denota por R. Asi, R incluye los enteros,

., =3, -2, —-1,0,1, 2, 3, ...; los nimeros racionales p/q, donde p y ¢ son
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Figura 0.1 Representacién geométrica de puntos sobre la recta numérica real.

enteros (¢ # 0); y los nimeros irracionales, como V2, 7y e. Los elementos de R
se pueden visualizar como puntos sobre la recta numérica real, segun se muestra
en la figura 0.1.

Cuando escribimos a € R queremos decir que a es un elemento del conjunto
R; en otras palabras, que a es un nimero real. Dados dos nimeros reales a y
b con a < b (esto es, con a menor que b), podemos formar el intervalo cerrado
[a,b] formado por todos los z tales que a < & < b, y el intervalo abierto (a,b)
formado por todos los = tales que @ < 2 < b. De manera andloga, podemos
formar intervalos semiabiertos (a,b] y [a,b) (figura 0.2).

a b ¢ d e f
o G ——— -~ O —0)- @ m—C)
cerrado abierto semiabierto

Figura 0.2 Representacién geométrica de los intervalos [a, b], (¢, d) y [e, f].

El valor absoluto de un niimero a € R se escribe |a| y se define como

|a.|={ a si a>0

—a si a<0.

Por ejemplo, 13| = 3,]1-3| =3, 0] = 0y |-6| = 6. La desigualdad |a+b| < |a|+]b]
siempre se cumple. La distancia de a a b esta dada por |a — b|. Asi, la distancia
de6alles4dyde—6ades9.

Si escribimos A C R, queremos decir que A es un subconjunto de R.. Por ejem-
plo, A podria ser igual al conjunto de los enteros {...,-3,-2,~1,0,1,2,3,...}.
Otro ejemplo de subconjunto de R es el conjunto Q de nimeros racionales. En
general, para dos colecciones de objetos (esto es, conjuntos) A y B, A C B sig-
nifica que A es un subconjunto de B; esto es, todo elemento de A también es un
elemento de B.

El simbolo AU B significa la unidn de A y B, la coleccidn cuyos elementos son
elementos de A o B. Asi

{...,=3,-2,-1,00U{-1,0,1,2,...} ={...,=3,-2,-1,0,1,2,...}.

De manera analoga, ANDB significala interseccién de A y B; esto es, este conjunto
esta formado por aquellos elementos de A y B que estan tanto en A como en B.
Asi, la interseccién de los dos conjuntos anteriores es {—1,0}.

Escribiremos A\ B para denotar los elementos de A que no estan en B. Asi,

{..,=3,-2,-1,0}\ {-1,0,1,2,...} ={..., -3, —2).
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También podemos especificar conjuntos como en los ejemplos siguientes:

{e € R| a es un entero} = {...,-3,-2,-1,0,1,2,...}
{a € R| a es un entero par} = {...,—=2,0,2,4,...}
{zr€Rla < z<b} =]a,b]

Una funcién f: A — B es una regla que asigna a cada a € A un elemento
especifico f(a) de B. El hecho de que la funcién f mande a a f(a) se denota
simbdlicamente por a + f(a). Por ejemplo f(z) = z3/(1 — z) asigna el namero
z3/(1—1z) acadaz # 1 en R. Podemos especificar una funcién f dando la regla
para f(z). Asi, la funcién f anterior se puede definir por la regla z +— 23/(1 —z).

Si 4 CR, f:ACR — R significa que f asigna un valor en R, f(z), a cada
x € A. El conjunto A se llama dominio de f,y decimos que f tiene contradominio
R, pues es ahi donde se toman los valores de f. La grdfica de f consiste de
los puntos (z, f(z)) en el plano (figura 0.3). Generalmente una asociacién (=
funcién = transformacién = asociacién) f: A — B, donde A y B son conjuntos,
es una regla que asigna a cada r € A un punto especifico f(z) € B.

gréfica de f

x, f(x)))

X
o O —- vl X

A = dominio

Figura 0.3 Grafica de una funcién con el intervalo semiabierto A como dominio.

I3 1) . . »
La notacién y ., a; significa a; + --- + a, donde ay, ..., a, son nimeros
dados. La suma de los primeros n enteros es

. i . n(n+1)
1+2+~'-+n-Zz_———2——.

=1
La derivada de una funcién f(z) se denota por f'(z) o

4
dz’
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y la integral indefinida se escribe
b
fa f(z)dz.
Si hacemos y = f(z), la derivada también se denota por
dy
E.
Se supone que los lectores conocen la regla de la cadena, la integracién por
partes y otras reglas que gobiernan al calculo de funciones de una variable. En
particular, deberan saber cémo diferenciar e integrar funciones exponenciales,
logaritmicas y trigonométricas. Al final del libro hay una breve tabla de derivadas
e integrales, adecuadas para las necesidades de este libro.
Las siguientes notaciones se usan como sinénimos: e* = expz, Inxz = logz y
sen~! & = arcsen z.
El final de una demostracidn se denota por el simbolo B, mientras que el final
de un ejemplo u observacién se denota por el simbolo A. El material opcional
mas tedrico o los ejercicios mas dificiles estan precedidos por una estrella: *.
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1 LA GEOMETRIA DEL
ESPACIO EUCLIDIANO

Los cuaterniones vienen de Hamilton ...y han sido maldicién
pura para quien, de alguna forma, los ha tocado. El vector es
un sobreviviente indtil...y jamas ha sido de la mds minima
utilidad para ningin ser viviente.

Lord Kelvin

En este capitulo consideramos las operaciones basicas de los vectores en el es-
pacio tridimensional: la suma vectorial, la multiplicacién por un escalar y los
productos punto y cruz. En la seccién 1.5 generalizamos algunos de estos con-
ceptos al n-espacio y revisamos las propiedades de las matrices que necesitaremos
en los capitulos 2 y 3. ‘

1.1 VECTORES EN EL ESPACIO TRIDIMENSIONAL

Los puntos P en el plano se representan mediante pares ordenados de nimeros
reales (a, b); los nimeros a y b se llaman coordenadas cartesianas de P. Tracemos
dos rectas perpendiculares, llamémosles ejes ¢ y y, y bajemos perpendiculares
de P a los ejes, como en la figura 1.1.1. Después de designar la interseccién de
los ejes z y y como origen, y de escoger unidades en estos ejes, producimos dos
distancias dirigidas a y b, como se muestra en la figura; a se llama la componente
z de P, y b se llama la componente y.

Los puntos en el espacio se pueden representar de manera analoga mediante
ternas ordenadas de nimeros reales. Para construir dicha representacion escoge-
mos tres rectas perpendiculares entre si que se crucen en un punto en el espacio.
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s - X

Figura 1.1.1 Coordenadas cartesianas en el plano.

Estas rectas se laman: eje x, eje y y eje 2, y el punto en el que se cruzan se
llama origen (es nuestro punto de referencia). Escogemos una escala sobre estos
ejes. Es comiin referirse al conjunto de ejes como sistema de coordenadas, y se
trazan como se muestra en la figura 1.1.2.

Figura 1.1.2 Coordenadas cartesianas en el espacio. |

Podemos asignar a cada punto P en el espacio una terna (ordenada) unica
de nimeros reales (a, b, ¢); y, reciprocamente, a cada terna podemos asignar un
punto tnico en el espacio, tal y como lo hicimos para los puntos en el plano. Al
origen del sistema de coordenadas le corresponde la terna (0,0,0), y las flechas
en los ejes indican las direcciones positivas. Asi, por ejemplo, la terna (2,4,4)
representa un punto a 2 unidades del origen en direccién positiva a lo largo del
eje z, a 4 unidades en direccién positiva a lo largo del eje y, y a 4 unidades en
direccion positiva a lo largo del eje z (figura 1.1.3).

Debido a la posibilidad de asociar de esta manera los puntos del espacio con
las ternas ordenadas, es comin usar la expresién “punto (a,b,¢)” en lugar de la
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(2,4,4)

A
O s N
N

/1 y
/ 4

X

Figura 1.1.3 Representacién geométrica del punto (2, 4,4) en coordenadas cartesianas.

frase mas larga “punto P que corresponde a la terna (a, b,¢).” Si la terna (a, b, c)
corresponde a P, decimos que a es la coordenada z (o la primera coordenada),
b es la coordenada y (o segunda coordenada), y c es la coordenada z (o tercera
coordenada) de P. Teniendo en mente este método para representar puntos,
vemos que el eje z estd formado por los puntos de la forma (a,0,0), donde a
es cualquier numero real; el eje y esta formado por los puntos (0, a,0); y el eje
z esta formado por los puntos (0,0, a). También se suele denotar a los puntos
en el espacio con las letras =, y y z en lugar de a, b y c. Asi, la terna (z,y, 2)
representa un punto cuya primera coordenada es z, la segunda coordenada es y,
y la tercera coordenada es z.

Empleamos la notacidn siguiente para la recta, el plano y el espacio tridimen-
sional.

(i) La recta real se denota por R! (asi, es lo mismo R que R?).
(ii) El conjunto de todos los pares ordenados (z,y) de nimeros reales se denota
por R2.
(iii) El conjunto de todas las ternas ordenadas (z,y,z) de nimeros reales se
denota por R3.

Cuando se habla en conjunto de R!, R? y R3, se escribe R?, n=1,20 3;0
R™ m=1,2 3

La operacién de suma se puede extender de R a R? y R3. Para R3 se procede
de la manera siguiente. Dadas dos ternas (z,y, z) y (2/,y', #’), definimos su suma
mediante

(z,9,2)+ (=", ¢, )=(z+ 5,9+ 9,2+ 7).
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EJEMPLO 1 (1,1,1) + (2, -3,4) = (3, -2,5)
(z,9,2)+(0,0,0) = (2,9, 2)
(1,7,3) +(2,0,6) = (3,7,9). A

El elemento (0,0,0) se llama elemento cero (o sélo cero) de R3. El elemen-
to (—z,—y,~z) se llama inverso aditivo (o negativo) de (z,y,z), y se escribe
(z,y,2) — (&, ¥, 2') en lugar de (z,y,2) + (—=2',~y', —2').

Hay operaciones de producto que son importantes en R3. Una de ellas, llamada.
producto interno, asigna un nimero real a cada pareja de elementos de R3. En
la seccién 1.2. estudiaremos con detalle el producto interno. Otra operacién de
producto para R3 se llama producto por un escalar (la palabra “escalar” es
sinénimo de “ndmero real”). Este producto combina escalares (nimeros reales)
y elementos de R3 (ternas ordenadas) para producir elementos de R? de la
manera siguiente: dado un escalar ¢ y una terna (z,y, 2), definimos el miltiplo
escalar o producto por un escalar mediante

a(z,y, z) = (az, ey, az).

EJEMPLO 2 24,e,1) =(2-4,2-¢,2-1) = (8,2,2)
6(1,1,1) = (6, 6,6)
Yz,9,2) = (2,9, 2)
0(z,y,2) =(0,0,0)
(a+B)(z,9,2) = ((a + Bz, (a + By, (o + B)2)
= (az + Bz, oy + By, 0z + Pz)
=a(z,y, z) + B(z, 9, 2). A

Como consecuencia de las definiciones, la suma y el producto por un escalar
para R3 satisfacen las siguientes identidades:

(i) (aB)(z,y,2) = a[H(z,y,2)] (asociatividad)
(11) (0 402y, 2) = alow,2) + 5z 0.2) } (distributividad)
(iii) o(z,y,2) +(¢",¥,7)] = a(z,9,2) + a(a’, ¢/, ')
(iv) «(0,0,0) = (0,0,0) (propiedades del
(v) O(z,y,2) =(0,0,0) elemento cero)

(propiedad del

(vi) 1(2,9,2) = (2,9,2) elemento identidad)

Para R? se define la suma de la misma manera que para R?, mediante

(xr y) +(x’ry’) = (.’I: +1*'l:3/ +y'),
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y el producto por un escalar se define como
a(z,y) = (az, ay).

Volvamos a la geometria de nuestro modelo. Una de las herramientas mas
poderosas de las matemadticas y sus aplicaciones ha sido el concepto de vector.
Se define (geométricamente) un vector como un segmento de recta dirigido que
comienza en el origen, esto es, un segmento de recta con magnitud y direccién
especificados, con punto inicial en el origen. ;Han oido decir a los pilotos “Esta-
mos en el radio vector de la pista de aterrizaje”? Se refieren al vector que da la
direccién y la distancia a que se encuentra el aeroplano de la pista de aterrizaje.
Es inutil sefialar lo importantes que son en este caso la direccion y la distan-
cia. La figura 1.1.4 muestra varios vectores. Asi, los vectores se pueden concebir
como flechas que comienzan en el origen. Generalmente se imprimen en letras
negritas: v.

Figura 1.1.4 Los vectores se pueden concebir, geométricamente, como flechas saliendo
del origen.

Usando esta definicidon de vector, podemos asociar con cada vector v el punto
(z,y,2) en el espacio, donde termina v, y, reciprocamente, a cada punto (z,y, z)
en el espacio podemos asociar un vector v. Asi, identificaremos v con (z,y, z)
y escribiremos v = (z,y,2). Por esta razén, los elementos de R no son sélo
ternas ordenadas de nimeros reales, sino que también se llaman vectores. La
terna (0,0, 0) se denota por 0.

Decimos que dos vectores son iguales si, y sdlo si, tienen la misma direccion
Y la misma magnitud. Esta condicién se puede expresar de manera algebraica
diciendo que si vi = (z,y,2) y v2 = (2',y'z'), entonces

Vi =V2 s, y sélo si, t=¢',y=y', 2=2".

Geométricamente definimos el vector suma como sigue. En el plano que con-
tiene a los vectores vy y vy (ver la figura 1.1.5), formemos el paralelogramo que
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Figura 1.1.8 Geometria de la suma de vectores.

tiene como un lado a vy, y como lado adyacente a v,. Entonces la suma vy + vo
es el segmento de recta dirigido a lo largo de la diagonal del paralelogramo. Esta
consideracién geométrica de la suma de vectores es 1itil en muchas situaciones
fisicas, como veremos mas adelante. Para visualizar facilmente esto mediante
un ejemnplo, consideren un ave o un aeroplano volando con velocidad vy, con un
viento con velocidad va. Lo que se ve es la velocidad resultante vy + v,.

Para mostrar que la definicién geométrica de la suma es consistente con la
definicién algebraica, debemos demostrar que vi + v, = (2 + 2,y + ¢,z +
z'). Probaremos este resultado en el plano y dejaremos que el lector enuncie la
proposicién para el espacio tridimensional. Asi, queremos mostrar que si vy =
(z,y) y v = (2',y'), entonces vi + vo = (2 + &', y + ¢/').

En la figura 1.1.6, sea vi = (z,y) el vector que termina en el punto A, y sea
vo = (a’,y') el vector que termina en el punto B. Por definicién, el vector vi+vo
termina en el vértice C del paralelogramo OBCA. Entonces, para verificar que

O D E F

Figura1.1.6 Construccién para la demostracién de que (z,y) +(z',9') = (s +2’, y+¢).
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vi+ vy = (z+2',y+ y), es suficiente mostrar que las coordenadas de C son
(2 +2'y+¥).

En la figura 1.1.6, los lados de los tridngulos OAD y BCG son paralelos y los
lados OA y BC tienen igual longitud, lo cual escribiremos como OA = BC. Por
lo tanto, BG = OD; y como BGFE es un rectangulo, tenemos que EF = BG.
Mas atin, OD = z y OE = z'. De aqui que EF = BG = OD = z. Como
OF = EF + OE, se sigue que OF = z + z’. Esto muestra que la coordenada z de
C es z+z’. La demostracién para la coordenada y es aniloga. Con un argumento
similar para los otros cuadrantes, vemos que la definicién geométrica de la suma
de vectores es equivalente a la definicién algebraica en términos de coordenadas.

En la figura 1.1.7(a) se ilustra otra manera de considerar la suma vectorial:
en términos de tridngulos, en lugar de paralelogramos. Esto es, trasladamos (sin
rotacién) el segmento de recta dirigido que representa al vector vs, de modo que
comience al final del vector vy. El punto final del segmento dirigido resultante es
el punto final del vector v; + vo. Notamos que cuando vi y vs son colineales, el
triangulo se colapsa. Se ilustra esta situacién en la figura 1.1.7(b).

A4

VitV
v, trasladado

v; trasladado

(a) ()

Figura 1.1.7 (a) Se puede visualizar la suma vectorial en términos de tridngulos asi
como de paralelogramos. Sin embargo, el tridngulo se colapsa cuando v; y v; son
colineales (b).

Los miiltiplos escalares de los vectores tienen interpretaciones geométricas si-
milares. Si « es una escalar y v es un vector, definimos av como el vector que
tiene o veces la longitud de v, con la misma direcciéon que v si a > 0, pero con
direccion opuesta si a < 0. La figura 1.1.8 ilustra varios ejemplos.

Al usar un razonamiento que depende de tridngulos semejantes, podemos pro-
bar que si v = (z,y, z), entonces

av = (az, oy, az).

Esto es, la definicién geométrica coincide con la algebraica.
¢Cémo representamos geométricamente al vector b—a? Como a+(b—a) = b,
b — a es el vector que al sumarlo a a da b. En vista de esto, podemos concluir
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Figura 1.1.8 Algunos multiplos escalares de un vector v.

que b — a es el vector paralelo a, y con la misma magnitud que, el segmento de
recta dirigido que comienza en el punto final de a y termina en el punto final
de b (ver la figura 1.1.9).

Denotemos por i al vector que termina en (1, 0,0), por j al vector que termina
en (0,1,0) y por k al vector que termina en (0,0, 1). Por la definicién de suma

b — a trasladado

Figura 1.1.9 Geometria de la resta vectorial.
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vectorial y la multiplicacién por un escalar, hallamos que si v = (z, y, 2), entonces
v =z(1,0,0) + y(0,1,0) + 2(0,0,1) = zi + yj + zk.

Por lo tanto, podemos representar cualquier vector en el espacio tridimensional
en términos de los vectores 1, j y k. Es por esto que a los vectores 1, j y k se les
llama vectores de la base candnica para R3.

EJEMPLO 3 El vector que termina en (2,3,2) es 2i + 3j + 2k, y el vector que
termina en (0, ~1,4) es —j +4k. La figura 1.1.10 muestra a 2i+ 3j+ 2k; el lector
debera trazar el vector —j + 4k. A

Figura1.1.10 Representacion de (2, 3,2) en términos de los vectores de la base candnica,
Lijyk

La suma y la multiplicacién por un escalar se pueden escribir en términos de

los vectores de la base canénica como sigue:

(zi+gi+2k) +(di+yj+ 2K = (e +2)i+ ¥+ )i+ (= +2)k

a(zi+ yj + zk) = (az)i+ (ay)j + (a2)k.

Debido a la correspondencia entre puntos y vectores, a veces nos referimos al
punto a en circunstancias en que se definié a como vector. El lector sobreenten-
derd que nos referimos al punto final del vector a.
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EJEMPLO 4 Describir los puntos que estan dentro del paralelogramo cuyos lados
adyacentes son los vectores a y b.

SOLUCION  Considerar la figura 1.1.11. Supongamos que P es cualquier punto
dentro del paralelogramo dado y construimos las rectas I; y ls que pasan por P
y son paralelas a los vectores a y b, respectivamente; vemos que [; interseca el
lado del paralelogramo determinado por el vector b en algin punto tb, donde
0 <t < 1. Asimismo, l» interseca al lado determinado por el vector a en algin
punto sa, donde 0 <s < 1.

Figura 1.1.11 Descripcién de los puntos dentro del paralelogramo formado por los vec-
toresay b.

Notar que P es el punto final de la diagonal de un paralelogramo con lados
adyacentes sa y tb; por lo tanto, si v denota al vector que termina en P, vemos
que v = sa + tb. Asi, todos los puntos en el paralelogramo dado son puntos
finales de vectores de la forma sa +tb para 0 < s <1y 0 <t < 1. Regresando
sobre nuestros pasos vemos que todos los vectores de esta forma terminan dentro
del paralelogramo. A

z

.

o
-4

¥

Figura 1.1.12 Descripcién de los puntos P en el plano formado por los vectores v y w.
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Como dos rectas que pasan por el origen determinan un plano que pasa por
el origen, lo mismo sucede con dos vectores no paralelos. Si aplicamos el mismo
razonamiento del ejemplo 4, vemos que el plano formado por dos vectores no
paralelos v y w consta de todos los puntos de la forma av + fw, donde o y 8
varian sobre los nimeros reales. Noten que cualquier punto P en el plano formado
por los dos vectores sera el vértice opuesto del paralelogramo determinado por
av y fw, donde a y (3 son algunos escalares, como en la figura 1.1.12.

El plano determinado por v y w se llama plano generado por v y w. Cuando
v es un multiplo escalar de w y w # 0, entonces v y w son paralelos y el plano
degenera en una recta. Cuando v = w = 0 (esto es, cuando ambos son el vector
cero), obtenemos un solo punto.

Hay tres planos particulares que surgen de manera natural en un sistema
coordenado y que usaremos mas adelante. Al plano generado por los vectores iy
J se le llama plano zy, al plano generado por j y k, plano yz, y al plano generado
por iy k, plano zz. Se ilustran estos planos en la figura 1.1.13.

Z
{
i

plano yz

plano zz

plano zy

Figura 1.1.13 Los tres planos coordenados.

Los planos y las rectas son objetos geométricos que se pueden representar
mediante ecuaciones. Pospondremos hasta la seccidn 1.3 el estudio de las ecua-
ciones que representan planos. Sin embargo, usando la interpretaciéon geométrica
de la suma vectorial y de la multiplicacién por un escalar, podemos hallar la
ecuacidon de una recta | que pase por el punto final o extremo del vector a, con
la direccién de un vector v (ver la figura 1.1.14). Conforme ¢ varia por todos los
niimeros reales, los puntos de la forma tv son todos los miiltiplos escalares del
vector v, y por lo tanto, agotan los puntos de la recta que pasa por el origen en
la direcciéon de v. Como todo punto sobre [ es el extremo de la diagonal de un
paralelogramo con lados a y tv para algin valor real de ¢, vemos que todos los
puntos sobre ! son de la forma a +tv. Asi, la recta [ se puede expresar mediante
la ecuacién 1(t) = a + tv. Decimos que [ esta expresada de manera paramétrica,
con el parametro t. En t = 0, 1(¢t) = a. Cuando ¢ crece, el punto 1(t) se mueve
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0

Figura 1.1.14 La recta I/, dada en forma paramétrica por 1(t) = a4 tv, estd en direccién
de v y pasa por la punta de a.

alejandose de a en la direccién de v. Conforme ¢ decrece desde ¢ = 0 por los
valores negativos, 1(t) se mueve alejandose de a en la direccién de —v.

Puede haber varias parametrizaciones de la misma recta. Se pueden obtener
escogiendo, en lugar de a, un punto diferente sobre la recta dada, y formando
la ecuacién paramétrica de la recta comenzando en ese punto y en direccién de
v. Por ejemplo, el extremo de a + v estd sobre la recta 1(t) = a + tv, y asi,
1,(¢) = (a+ v) + tv representa la misma recta. Incluso se pueden obtener otras
parametrizaciones observando que si a # 0, el vector av tiene la misma direccién
que v (o la opuesta). Asi, 13(t) = a4tav es otra parametrizacion de 1(t) = a+tv.

EJEMPLO 5 Determinar la ecuacién de la recta que pasa por (1,0,0) en direccidn
de }.

L/ (1,0,0) (1)
e

¥
X

Figura 1.1.15 La recta ! pasa por la punta de i en la direccién j.
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SOLUCION  La recta deseada se puede expresar en forma paramétrica como
1(t) =1 +1¢j (figura 1.1.15). En términos de coordenadas tenemos

I(t) = (1,0,0) + £(0,1,0) = (1,2,0). A

Vamos a deducir la ecuacién de una recta que pasa por los puntos finales de
dos vectores dados a y b. Como el vector b — a es paralelo al segmento de recta
dirigido que va de a a b, lo que deseamos es calcular la ecuacién paramétrica de
la recta que pasa por a en direccién de b — a (figura 1.1.16). Asi,

I(t) =a+t(b—a); esto es, 1(t) = (1 —t)a+tb.

Conforme t crece de 0 a 1, sucede que ¢(b — a) comienza como el vector cero y
crece en longitud (manteniéndose en la direccién de b — a) hasta que en t = 1 es
el vector b — a. Asi, para I(t) = a+ (b — a), conforme ¢ crece de 0 a 1, el vector
1(t) sé mueve de la punta de a a la punta de b a lo largo del segmento de recta
dirigido de a a b.

a+ (b — a)

(b — a)

Figura 1.1.16 La recta !, dada en forma paramétrica por 1(t) = a + t(b — a), pasa por
las puntas de a y b.

EJEMPLO 6 Hallar la ecuacidn de la recta que pasa por (—1,1,0) y (0,0,1) (ver
la figura 1.1.17).

SOLUCION  Representemos los puntos dados por a = —~i+j y b = k; tenemos

1(t) =1 —-t)(—-i+])+tk
=—(1—1)i+(1—8)j+1tk.
La ecuacién de esta recta se puede escribir entonces como

1) = (- )i+ (1-t)j+tk,
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Figura 1.1.17 Caso especial de la figura anterior, donde a = (—1,1,0) y b = (0,0, 1).

o, de manera equivalente, si I(t) = zi + yj + 2k,
r=t-1, y=1-1t, z=1t. A

En términos de componentes, la ecuacién de la recta que pasa por los dos
puntos (1'1, Y1, Zl) y (xZa Y2, ZZ) €s
T =31 + (T2 — 31), y=91+t(y2 — 1), z=1z1 +tz2 — 21)
Eliminando ¢ es posible escribir esto como

r—I L Yy—n _ zZ—21

Z2 —T1 Y2 — %N 22— 2

Notamos que cualquier vector de la forma ¢ = Aa + pub, donde A + u = 1,
estd sobre la recta que pasa por los extremos de a y b. Para verlo, observar que

c=(1-pa+ub=a+ub-—a).

EJEMPLO 7  Usar métodos vectoriales para probar que las diagonales de un
paralelogramo se bisecan entre si.

SOLUCION  Representemos los lados adyacentes del paralelogramo por los vec-
tores a y b, como se muestra en la figura 1.1.18. Primero calculamos el vector
que va al punto medio del segmento de recta PQ. Como b — a es paralelo e
igual en longitud al segmento dirigido de P a Q, (b — a)/2 es paralelo e igual en
longitud al segmento de recta dirigido de P al punto medio de PQ. Asi, el vector
a+(b—a)/2=(a+b)/2 termina en el punto medio de PQ.



1.1 VECTORES EN EL ESPACIO TRIDIMENSIONAL 15

Figura 1.1.18 Construcciones usadas para demostrar que las diagonales de un paralelo-
gramo se bisecan entre si.

A continuacién calculamos el vector que va al punto medio de OR. Sabemos
que a + b termina en R, de modo que (a 4 b)/2 termina en el punto medio de
OR. En vista de que ya probamos que el vector (a + b)/2 termina en el punto
medio de OR y en el punto medio de PQ, se sigue que OR y PQ se bisecan entre
si. A

Consideremos ahora algunas aplicaciones fisicas de los vectores. Un ejemplo
sencillo de cantidad fisica que se representa mediante un vector es un desplaza-
miento. Suponer que en una parte de la superficie terrestre lo suficientemente
pequeiia para considerarse plana, introducimos coordenadas de modo que el eje
z apunte al este, el eje y apunte al norte, y la unidad de longitud sea el kilémetro.
Si estamos en un punto P y queremos ir a un punto Q, el vector de desplaza-
miento d que une a P con Q nos indica la direcciéon y la distancia que tenemos
que viajar. Si z y y son las componentes de este vector, el desplazamiento de P
a Q es “z kildmetros al este, y kilémetros al norte”.

EJEMPLO 8 Supongan que dos navegantes que no se pueden ver entre si, pero
que se pueden comunicar por radio, quieren determinar la posicién relativa de sus
barcos. Explicar ¢émo pueden hacerlo si cada uno tiene la capacidad de deter-
minar su vector de desplazamiento al mismo faro.

SOLUCION Sean P; y P, las posiciones de los barcos, y sea Q la posicién del
faro. El desplazamiento del i-ésimo barco al faro es el vector d; que une a P; con
Q. El desplazamiento del primer barco al segundo es el vector d que une a P,
con Pj. Tenemos que d + dz = d; (figura 1.1.19), de modo que d = d; — da.
Esto es, el desplazamiento de un barco hasta el otro es la diferencia entre los
desplazamientos desde los barcos hasta el faro. A

También podemos representar como vector la velocidad de un objeto en mo-
vimiento. Por el momento, sélo consideraremos objetos moviéndose con rapidez
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Figura 1.1.19 Se pueden usar métodos vectoriales para localizar objetos.

uniforme a lo largo de rectas. Supongan, por ejemplo, que un bote de vapor
cruza un lago navegando a 10 kilémetros por hora (km/h) en direccién noreste.
Después de 1 hora de viaje, el desplazamiento es (10/+/2,10/+/2) ~ (7.07,7.07);
ver la figura 1.1.20.

posicién después de 1h

posicién 10
inicial
Figura 1.1.20 Si un objeto se mueve hacia el nordeste a 10 km/h, su vector velocidad
tiene componentes (10/+/2,10/v/2).

El vector cuyas componentes son (10/v/2,10/v/2) se llama vector velocidad
del bote. En general, si un objeto se mueve uniformemente a lo largo de una
recta, su vector velocidad es el vector desplazamiento desde la posicién en cual-
quier momento hasta la posicién en el momento 1 unidad de tiempo después. Si
aparece una corriente en el lago moviéndose hacia el este a 2km/h, y el bote con-
tinta apuntando hacia la misma direccidon con el motor funcionando a la misma
razdn, su desplazamiento después de 1 hora tendra las componentes dadas por

desplazamiento debido
a la corriente

debido al
motor

desplazamiento total

Figura 1.1.21 El desplazamiento total es la suma de los desplazamientos debidos al
motor y a la corriente.
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(10/+/2 4 2,10/+/2); ver la figura 1.1.21. Por lo tanto el nuevo vector velocidad
tiene componentes (10/ V2 + 2,10/ \/ﬁ) Notamos que ésta es la suma del vec-
tor velocidad original (10/v/2,10/+/2) del bote y el vector velocidad (2,0) de la
corriente.

Si un objeto tiene vector velocidad (constante) v, entonces en t segundos su
vector desplazamiento resultante es d = tv; ver la figura 1.1.22.

desplazamiento en el tiempo t

Figura 1.1.22 Desplazamiento = tiempo x velocidad.

EJEMPLO 9 Un ave va volando en linea recta con vector velocidad 101+ 65+ k
(en kilémetros por hora). Suponer que (x,y) son sus coordenadas en tierra y que
z es su altura.

(a) Sien cierto momento el ave esta en la posicion (1,2,3), ;donde estara una
hora después? ;Y un minuto después?

(b) ;Cudntos segundos tarda el ave en subir 10 metros?

SOLUCION  (a) El vector desplazamiento desde (1,2,3) después de 1 hora es
10i + 6j + k, de modo que la nueva posicion es (1,2,3) +(10,6,1) = (11,8,4).
Después de 1 minuto, el vector desplazamiento desde (1,2,3) es &(10i+6j+k)
= #i+ $%i+ &k, de modo que la nueva posicién es (1,2,3) + (3, &, %) =
7 21 .1_8..1.)

(b) Después de t segundos (= t/3600h), el vector desplazamiento desde
(1,2,3) es (¢/3600)(10i + 6j + k) = (¢/360)i + (¢/600)j + (¢/3600)k. El incre-
mento en altura es la componente z 1/3600. Esto es igual a 10m (:1(1)—0 km)
cuando /3600 = 5= —esto es, cuando ¢ = 36s. A

EJEMPLO 10 Las fuerzas fisicas tienen magnitud y direccién, de modo que pue-
den representarse mediante vectores. SI actian simultdneamente varias fuerzas
sobre un objeto, la fuerza resultante estd representada por la suma de los vec-
tores de fuerza individuales. Suponer que las fuerzas i+ k y j + k actiian sobre
un cuerpo. ;Qué tercera fuerza debemos imponer para contrarrestar a las dos
—esto es, para hacer que la fuerza total sea igual a cero?

SOLUCION  La fuerza F deber4 escogerse de manera que (i+k)+(j+k)+v = 0;
esto es, v=—(1+ k) — (j + k) = —i— j — 2k. (Recordar que O es el vector cero,
el vector cuyas componentes son todas cero.) A
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NOTA HISTORICA

Aproximadamente hasta el afio de 1900 muchos cientificos se resistieron a usar vectores,
en favor de la teoria mas complicada de los cuaterniones. El libro que popularizé los
métodos vectoriales fue Vector Analysis, de E. B. Wilson (reimpreso por Dover en
1960), basado en los cursos impartidos por J. W. Gibbs en Yale en 1899 y 1900. Wilson
se resistia a tomar el curso de Gibbs, pues habia llevado en Harvard un curso de un afio
con J. M. Pierce, campeén en métodos con cuaterniones, pero un jefe de departamento
lo obligd a afiadir el curso a su programa. (Para mas detalles ver A History of Vector
Analysis, de M. J. Crowe, University of Notre Dame Press, Notre Dame, Ind., 1967.)

EJERCICIOS

(Los ejercicios que tienen nimeros y letras dentro de un cuadro estdn resueltos en la
Guia de estudio.)

Completar los cdlculos en los ejercicios del 1 al 6.
[1] (-21,23) - (2,6) = (-25,7)

2. 3(133,-0.33,0) + (—399,0.99,0) = (?,7,?

3. (8a,—2b,13c) = (52,12,11) + 1(7,2,7)
(2,3,5) —4i+3j= (27,7

5. 800(0.03,0,0) =7i+ 7j + 7k

6. (3,4,5)+(6,2,-6) =(7,2,7)

(Qué restricciones se deben tener sobre z, y y z de modo que la terna (z,y, z)
represente un punto sobre el eje y? ;Y sobre el eje 27 ;En el plano zz? ;En el plano yz?

8. Trazar los vectores v = (2,3, -6) y w = (—1,1,1). En esa figura, trazar —v, v4+w,
2v, y v —w.

9. (a) Generalizar la construccién geométrica en la figura 1.1.6 para mostrar que si
vy =(z,y,2) y v2 = (2,9, %) entonces vi + vo = (z + =’y +¢', z + 2').
(b) Usando un argumento basado en tridngulos semejantes, probar que av =
(az, oy, az) cuando v = (z, ¥, 2).

10. Repetir el ejercicio 8 usando v = (2,1,3) y w = (=2,0,-1).
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En los ejercicios del 11 al 17, usar notacién de conjuntos o vectorial, o ambas, para
describir los puntos que estidn en las configuraciones dadas, como lo hicimos en los
ejemplos 4, 5 y 6.

11. El plano generado por vi = (2,7,0) y v2 = (0,2, 7).

@ El plano generado por v; = (3,—1,1) y vz = (0,3,4).

13. La recta que pasa por {—1,—1,—1) en la direccién de j.

14. La recta que pasa por (0,2,1) en la direccién de 2i — k.

@ La recta que pasa por (—1,-1,—-1} y (1,-1,2).

16. La recta que pasa por (—5,0,4) y (6,—3,2).

17. El paralelogramo cuyos lados adyacentes son los vectores i + 3k y —2j.

18. Hallar los puntos de interseccién de larecta 2 =3 +2t, y =7+ 8t, 2 = —2 + ¢,
esto es, 1(t) = (3 + 2¢,7 + 8t,—2 + t), con los planos coordenados.

Mostrar que no hay puntos (z,y, z) que satisfagan 2¢ — 3y + 2 — 2 = 0 y que estén
sobre la recta v = (2, -2, —1) + (1,1, 1).

20. Mostrar que todo punto sobre la recta v = (1, —1,2) +#(2, 3, 1) satisface 5z — 3y —
z—6=0.

@ Mostrar que las medianas de un tridngulo se intersecan en un punto, y que este
punto divide a cada mediana con una razén 2 : 1.

En los ejercicios del 22 al 24, usar métodos vectoriales para describir las configu-
raciones dadas.

@ El paralelepipedo que tiene como aristas a los vectores a, b y c. (La regién que
tenemos en mente esta en la figura 1.3.5.)

23. Los puntos dentro del paralelogramo con una esquina en (zo, yo,z0) tal que los
lados que salen de esa esquina son iguales en magnitud y direccién a los vectores a y b.

24. E] plano determinado por los tres puntos (o, Yo, 20), (Z1,y1,21) ¥ (22, ¥2, 22).

25. Un barco situado en la posicién (1,0) en una carta de navegacién (con el norte en
la direccién y positiva) divisa una roca en la posicién (2, 4). ;Cudl es el vector que une
al barco con la roca? ;Qué dngulo # forma este vector con la direccién norte? (Se le
llama la orientacién de la roca desde el barco.)

26. Supongan que el barco del ejercicio 25 apunta al rumbo norte y viaja con una
rapidez de 4 nudos respecto al agua. Hay una corriente que fluye con direccién este a 1
nudo; las unidades de la carta son millas niuticas; 1 nudo = 1 milla ndutica por hora.
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(a) Si no hubiera corriente, jqué vector u representaria la velocidad del barco
respecto al fondo del mar?

(b) Si el barco siguiera la corriente, jqué vector v representaria su velocidad
respecto al fondo del mar?

(c) $Qué vector w representa la velocidad total del barco?

(d) ;Dénde estard el barco después de una hora?

(e) ¢Deberd cambiar el rumbo el capitan?

(f) iQué pasaria si la roca fuera un iceberg?

Un aeroplano estd situado en la posicién (3,4, 5) al mediodia, y viaja con velocidad
400i + 500j — k kilémetros por hora. El piloto sabe que hay un aeropuerto en la posicién
(23,29,0).

(a) (A qué hora pasard el avién directamente sobre el aeropuerto? (Suponer que
la Tierra es plana y que el vector k apunta hacia arriba.)

(b) (Cual sera la altura del avién cuando pase?

28. La velocidad v del viento es de 40 millas por hora (mi/h) de este a oeste, mientras
que un aeroplano viaja con velocidad en el aire v2 de 100 mi/h con rumbo norte. La
rapidez del aeroplano respecto a la Tierra es el vector suma vy + v.

(a) Hallar vy + va.

(b) Trazar una figura a escala.

29. Una fuerza de 501b se dirige a 50° sobre la horizontal, apuntando a la derecha.
Determinar sus componentes horizontal y vertical. Mostrar los resultados en una figura.

Dos personas jalan horizontalmente de cuerdas atadas a un poste; el angulo entre
las cuerdas es de 60°. A jala con una fuerza de 1501b, mientras que B jala con una
fuerza de 1101b.

(a) La fuerza resultante es la suma vectorial de las dos fuerzas en un sistema
coordenado escogido de manera conveniente. Trazar una figura a escala que represente
graficamente a las tres fuerzas.

(b) Usando trigonometria, determinar férmulas para las componentes vectoriales
de las dos fuerzas en un sistema coordenado escogido de manera conveniente. Efectuar
la suma algebraica y hallar el dngulo que la fuerza resultante hace con A.

31. 1kilogramo (kg) masa situado en el origen se cuelga de cuerdas fijadas en los puntos
(1,1,1) y (—1,—-1,1). Si la fuerza de gravedad apunta en la direcccién del vector —Kk,
icudl es el vector que describe la fuerza a lo largo de cada cuerda? [IDEA: Usar la
simetria del problema. 1 kg masa pesa 9.8 newtons (N).]

32. Escribir la ecuacién quimica CO +H20 = H; 4+ CO; como una ecuacién en ternas
ordenadas (C, O, H), e ilustrarla mediante un diagrama vectorial en el espacio.

@ (a) Escribir la ecuacién quimica pC3H4O3 + ¢O2 = rCO, + sH20 como una
ecuacién en ternas ordenadas con coeficientes desconocidos p, g, T y s.

(b) Hallar la menor solucién entera positiva posible para p, ¢, r y 3,

(c) Ilustrar la solucién mediante un diagrama vectorial en el espacio.

*34. Hallar una recta que esté en el conjunto definido por la ecuacién ¢ 4y — 22 = 1.
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1.2 EL PRODUCTO INTERNO

En ésta y en la seccidn siguiente estudiaremos dos productos de vectores: el pro-
ducto interno y el producto cruz. Son muy ttiles en aplicaciones fisicas y tienen
interpretaciones geométricas interesantes. El primer producto que vamos a con-
siderar se llama producto interno. Con frecuencia se le llama también producto
punto.

Supongamos que tenemos dos vectores a y b en R3 (figura 1.2.1) y queremos
determinar el dngulo entre ellos, esto es, el menor dngulo subtendido por a y
b en el plano que generan. El producto interno nos permite hacerlo. Primero
desarrollamos formalmente el concepto y después probamos que este producto
hace lo que aseguramos. Sea a = aji+asj+ask y b = b1i+ byj + bsk. Definimos
el producto interno de a y b, que se escribe como a - b, como el niimero real

a‘b=aib; + azb; + azbs.

Noten que el producto interno de dos vectores es una cantidad escalar. A ve-
ces se denota al producto interno por (a,b). Es frecuente hacerlo por razones
tipogréficas. Asi, (a,b) y a - b significan exactamente lo mismo.

z

Figura 1.2.1 9 es el idngulo entre los vectores a y b.

A partir de la definicién se siguen ciertas propiedades del producto interno. Si
a, by c son vectores en R y o y 3 son niimeros reales, entonces

(i) a-a20;

ara=0 s,ysblosi, a=0.

(i) aa-b=a(a-b) y a-pb=pa-b).

(iii) a-(b+c)=a-b+a-c y (a+b)-c=a-c+b-c.

(iv) a-b=b-a.
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Para probar la primera de estas propiedades, observen que si a = a11+ azj +
ask, entonces a-a =a? 3 a% +a}. Como a;, az y a son niimeros reales, sabemos
que a? >0, a2 >0, a% > 0. Asi, a-a > 0. M3s ain, si a? +a% + a2 = 0, entonces
a; = ay = ag = 0, por lo tanto a = 0 (el vector cero). Las demostraciones de las
otras propiedades del producto interno también se obtienen facilmente.

Se sigue del teorema de Pitagoras que la longitud del vector a = aji+asj+ask
es y/a? + a3 + a2 (ver la figura 1.2.2). La longitud del vector a se denota por
|la]|- Es frecuente llamar a esta cantidad la norma de a. Como a-a = a? +a%+ a3,
se sigue que

llall = (a-a)"/.
Los vectores que tienen norma 1 se llaman vectores unitarios. Por ejemplo, los
vectores 1, j y k son vectores unitarios. Observar que para cualquier vector dis-
tinto de cero a, a/||a]| es un vector unitario; cuando dividimos a entre ||a||,
decimos que hemos normalizado a.

VoAl 2 | 3
i a) + a: + a;

Figura1.2.2 La longitud del vector a = (a1, a2, a3) estd dada por la f6rmula pitagérica:

Va2 + a3 +adl.

En el plano, definir el vector iy = (cos 8)i + (sen #)j, que es el vector unitario
que forma un angulo # con el eje z (ver la figura 1.2.3). Claramente,

lis]] = (sen2 & + cos> 0)1/2 =1.

Si a y b son vectores, hemos visto que el vector b — a es paralelo a, y tiene
la misma magnitud que el segmento de recta dirigido que va del extremo de a
al extremo de b. Se sigue que la distancia del extremo de a al extremo de b es
|[b — al| (ver la figura 1.2.4). ‘
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SN S )

sen 0¢ |

6¥
_4 P X

cos §

Figura 1.2.3 Las coordenadas de ig son cos8 y sen§.

[b — al

Figura1.2.4 La distancia entre las puntasde a y bes ||b— a||.

EJEMPLO 1 Hallar la distancia del extremo del vector i, esto es, del punto
(1,0,0) al extremo del vector j, (0,1,0).

SOLUCION |l —ill=/(0-1)2+(1-0)2+(0-0)2=+v2. A

Mostremos ahora que el producto interno en efecto mide el dngulo entre dos
vectores.

TEOREMA 1 Sean a y b dos vectores en R3 y sea 6, 0 < @ < , el dngulo entre
ellos (figura 1.2.5). Entonces

a-b = ||| ||b]| cos.
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Figura 1.2.5 Los vectores a, b y el dngulo 8 entre ellos; geometria del teorema 1 y su
demostracién.

De modo que podemos expresar el angulo entre a y b como

5 — cos-! (_a_b_)
(lal| ||b]|

si a y b son vectores distintos de cero.

DEMOSTRACION  Si aplicamos la ley de los cosenos, aprendida en trigonometria,
al tridngulo con un vértice en el origen y lados adyacentes determinados por los
vectores a y b, se sigue que

b~ al* = [la}* + |[b* - 2la [[b]] cos .

Como ||b—al|? = (b—a)-(b—a), ||a]|* = a-a, y ||b||? = b-b, podemos reescribir
la ecuacidn anterior como

(b—a)-(b—a)=a-a+b-b-—2|a|||b| cos¥.

Ahora,

(b—a)-(b—a)=b-(b—a)—a-(b-a)
=b:-b-b-a—-a-b+a-a
=a+a+b-b-2a-b.

Asi,
aa+b:b-2a-b=a-a+b-b-2|ajl|b] cos9.
Esto es,

a-b=|aj|bllcoss. W
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Este resultado muestra que el producto interno de dos vectores es el producto
de sus longitudes por el coserio del angulo entre ellos. Esta relacién es til con
frecuencia en problemas de naturaleza geométrica.

COROLARIO (DESIGUALDAD DE CAUCHY-SCHWARZ) Para cualesquiera dos vecto-
res a y b, tenemos

la-b| < [a] [|bll
con la igualdad si y sélo si a es un miiltiplo escalar de b, o uno de ellos es 0.

DEMOSTRACION Si a no es un miiltiplo escalar de b, entonces |cosf| < 1y se
cumple la desigualdad. Cuando a es un miltiplo escalar de b, entonces § =0 o
7wy |cosb| =1. ]

EJEMPLO 2 Hallar el dngulo entre los vectoresi+j+k ei+j—k (figura 1.2.6).

4

i+j+k

|

|

I

I

|

//? § ;/// "

T

x e i I
i+j—k\|

Figura 1.2.6 Busqueda del dnguloentrea=i+j+kyb=i+j—k.

SOLUCION  Usando el teorema 1, tenemos

(+j+k) -(i+j—k) =

i+j+Xk||li+]—k|cosé
de modo que

141-1=(v3)(v3)cosh.
De donde

=1
cosf = 3.
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Esto es,
0 = cos™!(3) ~ 1.23 radianes (71°). A

Si a y b son vectores distintos de cero en R3 y 8 es el angulo entre ellos,
vemos que a-b = 0 si y sélo si cos§ = 0. Asi, el producto interno de dos vectores
distintos de cero es cero si y sélo si los vectores son perpendiculares. Por lo
tanto el producto interno nos proporciona un buen método para determinar si
dos vectores son perpendiculares. Se suele decir que los vectores perpendiculares
son ortogonales. Los vectores de la base canénica, i, j y k son ortogonales entre
si, y tienen longitud 1; dichos sistemas se llaman ortonormales. Adoptaremos la
convencidon de que el vector cero es ortogonal a todos los vectores.

EJEMPLO 3 Los vectores iy = (cos6)i+ (sen8)j y jo = —(sen )i+ (cos 8)j son
ortogonales, pues
ip*jo = —cosfsenf +senfcosf =0

(ver la figura 1.2.7). A

Figura 1.2.7 Los vectores ip y jo son ortogonales.

EJEMPLO 4 Sean a y b dos vectores ortogonales distintos de cero. Si ¢ es un
vector en el plano generado por a y b, entonces hay escalares a y 3 tales que
¢ = aa+fb. Usar el producto interno para determinar o y 8 (ver la figura 1.2.8).

SOLUCION Tomando el producto interno de a y ¢, tenemos
a-c=a-(ea+fb)=ca-a+fa-b.

Como a y b son ortogonales, a-b = 0, de modo que,

a-¢c_a-c
aa a2’

o =
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X

Figura 1.2.8 La geometria para la biisqueda de a y 8 donde ¢ = aa + b, como en el
ejemplo 4.

De manera analoga,
b:c _ b-.c

b-b "~ |b|?’

B = A

En este ejemplo, el vector aa se llama la proyeccion de ¢ a lo largo de a, y b
es su proyeccién a lo largo de b.

El resultado del ejemplo 4 también se puede obtener usando la interpretacién
geométrica del producto interno. Sea [ la distancia medida a lo largo de la recta
determinada al extender a, del origen al punto donde la perpendicular desde ¢
interseca a la extension de a. Se sigue que

I1=|c|lcos$

donde 8 es el angulo entre a y ¢. Mas ain, [ = «||a|. Juntando estos resultados
tenemos

allal| = |ic] cos¥, o

o= llellcos® _ |lc]] ( a-c )__ a-c

= llall il \llellflall ) T a-a

Asi, la proyeccién de ¢ sobre a esta dada por

cra _c-a
ara” " |al2™
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Notar que la longitud de la proyeccién de un vector ¢ sobre un vector a, donde
6 es el angulo entre a y c, esta dada por

la-c|
[lall

llell | cos 6] =

(ver la figura 1.2.9).

proyeccién de ¢

> —"sobre a

o o A A At s e el X

Figura1.2.9 La proyeccién de ¢ sobre a es (a - c/|ja/|*)a.

EJERCICIOS

1. (a) Probar las propiedades (ii) y (iii) del producto interno.
(b) Probarquea-b=Db-a.

2. Calcular a-b donde a = 2i +10j ~ 12k y b = —3i + 4k.
E Hallar el angulo entre 7j + 19k y —2i — j (al grado mds cercano).
4. Calcular u- v, donde u = v/3i — 315§ 4+ 22k y v = u/|ju||.

5. ;Esigual a cero ||8i — 12k

{6 + k|| — |(81 — 12k) - (6] + k)|? Explicar.

En los ejercicios del 6 al 11, calcular |[u]], ||v|]| y u- v para los vectores dados en R®.

6. u=151—-2j+4k, v=ni+3j—k

u=2j—1i,v=—j+i

8 u=5i-j+2k v=i+j-k
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9. u=—-i+3j+k, v=-2i—-3j-7k

u=-i+3k, v=4j

1. u=-i+2j—-3k, v=—-i—-3j+4k
IE.I Normalizar los vectores en los ejercicios del 6 al 8.

13. Hallar el dngulo entre los vectores en los ejercicios del 9 al 11. De ser necesario,

expresar la respuesta en términos de cos™’.

14. Hallar la proyeccién de u = —i + j + k sobre v = 2i + j — 3k.
@ Hallar la proyeccién de v = 2i + j — 3k sobre u = —i+ j+ k.

;Qué restricciones se deben tener sobre b para que el vector 2i + bj sea ortogonal
af(a) -3i+2j+ky (b) k?

17. Hallar dos vectores no paralelos, ambos ortogonales a (1,1,1).

18. Hallar la recta que pasa por (3,1, —2) que interseca y es perpendicular a la recta
z=—-1+ty=—-2+¢ z=—1+t [IDEA: Si (0, Yo, 20) es el punto de interseccidn,
hallar sus coordenadas.]

19. Suponer que una fuerza F (por ejemplo, la gravedad) actia verticalmente hacia
abajo sobre un objeto situado en un plano inclinado en un 4dngulo de 45° respecto a la
horizontal. Expresar esta fuerza como suma de una fuerza que actie paralela al plano
y una que actiie perpendicular a él.

20. Suponer que un objeto moviéndose en la direccidn de i+j estd bajo la accién de una
fuerza dada por el vector 2i + j. Expresar esta fuerza como una suma de una fuerza en
la direccién del movimiento y una fuerza perpendicular a la direccién del movimiento.

Una fuerza de 6 N (newtons) forma un dngulo de 7/4 radianes con el eje y, apun-
tando a la derecha. La fuerza actiia en contra del movimiento de un objeto a lo largo
de la recta que une (1,2) con (5,4).

(a) Hallar una férmula para el vector de fuerza F.

(b) Hallar el 4ngulo 6 entre la direccién del desplazamiento D = (5—1)i+ (4 —2)j
y la direccién de la fuerza F.

{c) El trabajorealizado es F+-D, o de manera equivalente, |F|| ||D|| cos 8. Calcular
el trabajo con ambas férmulas y comparar los resultados.

*22. Un fluido fluye a través de una superficie plana con vector de velocidad uniforme
v. Sea n una normal unitaria a la superficie del plano. Mostrar que v - n es el volumen
del fluido que pasa por una unidad de drea del plano en una unidad de tiempo.
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1.3 EL PRODUCTO CRUZ

En la seccién 1.2 hemos definido un producto de vectores que daba como re-
sultado un escalar. En esta seccién definiremos un producto de vectores que da
como resultado un vector; esto es, mostraremos como dados dos vectores a y b,
podemos producir un tercer vector a X b, llamado el producto cruz de a y b. Este
nuevo vector tendra la muy agradable propiedad geométrica de ser perpendicu-
lar al plano generado (determinado) por a y b. La definicién del producto cruz
esta basada en los conceptos de matriz y determinante que desarrollamos pri-
mero. Una vez hecho esto podremos estudiar las implicaciones geométricas de la
estructura matematica construida.

Definimos una matriz de 2 x 2 como un arreglo

donde a;3, @12, az1 ¥ a2z son cuatro escalares. Por ejemplo,
2 1 -1 0 13 7
0 4(’ 1 1 6 11
son matrices de 2 x 2. El determinante

ayy a2
azy a2

de dicha matriz es el nimero real definido por la ecuacién

Z;: Z;z = Q31422 — @124021 (1)
EJEMPLO 1
1 1 1 2 5 6
’1 1}—1—1—0, 3 4 =4—-6 —-2,'7 8 =40 — 42 = -2. A

Una matriz de 3 x 3 es un arreglo
a1 @12 a3
az1 @22 Q@23
as1 az2 @33

donde, de nuevo, cada a;; es un escalar; a;; denota el registro o posicién en
el arreglo que estad en el i-ésimo renglén y la j-ésima columna. Definimos el
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determinante de una matriz de 3 x 3 por la regla

a1 @12 a3
a1 @22 @23
as1 @32 as3

az21
a31

a2 @23
asz2 @33

=an — a12 + ai3

a23
a3s

Seria dificil memorizar la férmula (2) sin algiin recurso mnemotécnico. La regla
que hay que aprender es que nos movemos a lo largo del primer renglén, multipli-
cando ay; por el determinante de la matriz de 2x 2 obtenida al eliminar el primer
renglén y la j-ésima columna, y después sumando todo esto, pero recordando
poner un signo de resta antes del término a;s. Por ejemplo, el determinante
multiplicado por el término de enmedio en la férmula (2), a saber

az1  az3
az as3

se obtiene al eliminar el primer renglén y la segunda columna de la matriz dada
de 3 x 3:

[ az 22 @23 ] .
a3 32 @33

EJEMPLO 2
1 00
1 0 0 0 0 1
010 =1' ‘—0‘ ‘+0‘ I:l
0 0 1 01 0 1 0 0
1 2 3
5 6(=1 5 6 -2 46 +3 43 ==3+12~-9=0. A
78 9 8 9 79 7 8

Una importante propiedad de los determinantes es que al intercambiar dos
renglones o dos columnas se cambia su signo. Para determinantes de 2 x 2, esto
es una consecuencia de la definicién. Para renglones tenemos

a11 a2
= @11G22 — @21@12
a21 @22
a1’ @22
= —(021012 - auazz) = - a a12
11 1
y para columnas,
a1 @12 @12 Q33
= —(a12a21 — a11822) = —
a1 a22 @22 @21
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Dejamos al lector verificar esta propiedad para el caso de 3 x 3. (Ver el ejercicio 1
al final de la seccién.)

Una segunda propiedad fundamental de los determinantes es que podemos
sacar como factor comin a escalares de cualquier renglén o columna. Para de-
terminantes de 2 x 2 esto significa

aal a2
aadz1 422

a1l Qa2
az; Qa2

ai; a2 aaj; adax2

az1 a22

a1 a2
aazy aae ’

az1 azz

De manera andloga, para determinantes de 3 x 3 tenemos

@ay; adi1z Qas 11 12 13 @11 Qa2 a3
a21 az2 a3 | =« (a1 Q22 @23 = [421 QOG22 @23
asy asz2 ass a3z; as2 a3 as1 oa3z @33

y asi sucesivamente. Estos resultados se siguen de las definiciones. En particular,
st cualquier renglén o columna estd formado(a) por ceros, entonces el valor del
determinante es cero.

Un tercer hecho fundamental acerca de los determinantes es el siguiente: si
cambiamos un renglén (o columna) mediante la suma de otro renglén (o, respec-
tivamente, columna), no cambia el valor del determinante. Para el caso de 2 x 2
esto significa que

a1 az|_|ei+b ax+b| | @ az
b b b1 bo by +ay b2+a
_|m +a2 a2 _|m @ + a2
b] + b2 b2 bl bl + b2 ’
Para el caso de 3 x 3, esto significa que

a; az a3 a1 +b1 ax+b az+bs a1 +az a2 a3
by b2 b3 | = b1 b, bs =1b+b by b3
€1 €2 C3 c c2 c3 ca+c2 c2 c3

y asi sucesivamente. De nuevo, se puede probar esta propiedad usando la defi-
nicién de determinante (ver el ejercicio 35).

EJEMPLO 3 Suponer
a=ab+ ﬂc; i.e., a= (al, az, aa) = a(bl, bz, bs) + ﬂ(c;, ¢z, C3)

Mostrar que
a1 a2 a4z
by by b3 | =0.
€1 C2 €3
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SOLUCION  Probaremos el caso o # 0, 8 # 0. El caso @ = 0 = § es trivial, y
el caso en que exactamente uno de a, 8 es cero, es una modificacién sencilla del
caso que probamos. Usando las propiedades fundamentales de los determinantes,
el determinante en cuestién es

aby + Bcr abz + fcz  abs + Pes
b b bs
C1 Cc2 C3
1 aby + Be; abs + Bea abs + Bea
= - — —ab1 —ub2 —aba
c1 c2 C3

(factorizando —1/a en el segundo renglén)

1 1 aby + fe1 aby + fez  abs + fea
= (——) (—E) —abl —-abz —-abs
* —Bex —Bez —Bes
(factorizando —1/p en el tercer renglén)
1 | Ber Bea Bes
=a_ﬂ —ab; —ab; —abs| (sumando el segundo renglén al primero)
—Ber —Bca —Pes
1 0 0 0
=E —ab; —ab, —abs| (sumando el tercer renglén al primero)
—Ber —Pea —Pes
=0. A
NOTA HISTORICA

Parece que en 1693 Leibniz inventd y usé los determinantes por primera vez, en relacién
con soluciones de ecuaciones lineales. Maclaurin y Cramer desarrollaron sus propiedades
entre 1729 y 1750; en particular, mostraron que la solucién del sistema de ecuaciones

€s

@1171 + @12%2 + 61323 = by
a21%1 + a2 %2 + a23z3 = b

@31Z1 + a32%2 + aaazz = b3

a12 @13 1 ail
a2 @23 |, T2 = K a1
a3z @33 as1

by a1
b2 a2,
bs a33
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y
1 a1 a2 b
T3 = — |a21 ax b
A
az1 a3 b
donde
aiy a2 @13
A={an a2 al|,

a31 432 as3

hecho conocido como la regla de Cramer. Posteriormente, Vandermonde (1772) y Cau-
chy (1812), al tratar los determinantes como un tema aparte que merecia atencién
especial, desarrollaron el campo de manera mds sistematica, con contribuciones de
Laplace, Jacobi, y otros. A Lagrange (1775) se deben f6rmulas para volimenes de pa-
ralelepipedos en términos de determinantes. Las estudiaremos mds adelante en esta
seccién. No obstante que durante el siglo diecinueve los matematicos estudiaron ma-
trices y determinantes, los temas se consideraban por separado. Para conocer toda la
hisforia hasta 1900, ver T. Muir, The Theory of Determinants in the Historical Order
of Development, reimpreso por Dover, New York, 1960.

Ahora que hemos enunciado las propiedades necesarias de los determinantes
y estudiado su historia, estamos listos para proceder con el producto cruz de
vectores. Sean a = a;i + asj + ask y b = bji + byj + bzk vectores en R3. El
producto cruz de a y b, denotado por a x b, estd definido como el vector

_ az as _ aq as | . a) a
axb= b2 bs bl b3 J + bl b2 k)
o, simbdlicamente,
' i J k
axb=|a a; a3
by by b3

Aunque sélo definimos los determinantes para arreglos de niimeros reales, esta
expresion formal que incluye vectores es una ayuda \itil para recordar el producto
cruz.

Notar que el producto cruz de dos vectores es otro vector; a veces se le llama
producto vectorial.

EJEMPLO 4 Hallar (3i—j+k) x (i+2j—k).

SOLUCION
i § ok
@Bi-j+k)x(i+2i—k)=|3 -1 1|=-i+4j+7k A
1 2 -
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Ciertas propiedades algebraicas del producto cruz se deducen de la definicidn.
Sia, by cson vectores y a, 3 y v son escalares, entonces

(i) axb=—(bxa)

(i1) ax (fb+vc) =ph(axb)+y(axc)
(ea+ pb) x c=afaxc)+A(bxc)

Notar que a x a = —(a X a), por la propiedad (i). Asi, a x a = 0. En particular,
ixi=0, ixj=0, kxk=0.

Ademas
ixj=k, Jxk=1i kxi=}j,

lo cual se puede recordar al permutar ciclicamente 1, j y k asi:

)

1\/"

Nuestro siguiente objetivo es proporcionar una interpretacién geométrica del
producto cruz. Para hacerlo, introducimos primero el triple producto. Dados tres
vectores a, b y ¢, el nlimero real

a-(bxc)

se llama el triple producto de a, b y ¢ (en ese orden). Para obtener una férmula
sean a = aji + asj+ azk, b = b1i + byj + b3k y ¢ = €11+ ¢2j + c3k. Entonces

. . by baf. |b b3|. |b1 b
R RN (e e T
b, b by b by b
= ay 2 3 _ 1 3 +as 1 2
c2 C3 c1 €3 ¢y C2

Esto se puede escribir de manera mas concisa como

a a2 ag
a-(bxc): b1 b2 b3
Ci Cc2 C3

Supongan ahora que a es un vector en el plano generado por los vectores b
y c. Esto significa que el primer renglén en la expresién como determinante de
a-(b x c¢) es de la forma a = ab + B¢, y por lo tanto a- (b x ¢) = 0, por el
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ejemplo 3. En otras palabras, el vector b x ¢ es ortogonal a cualquier vector en
el plano generado por b y ¢, en particular tanto a b como a c.
A continuacién calculamos la magnitud de b x c¢. Noten que

2

+

2
+

by b :

C2 C3

by b3

C1 C3

b1 b2

¢y C2

b x cf|* =

= (baes — 5302)2 + (brcz — 01b3)2 + (b1c2 — C1b2)2-

Desarrollando esta 1ltima expresién, vemos que es igual a

(b? + b3+ bg)(C? +c3+ Cg) — (bic1 + bze2 + b363)2
= |Ibl* llcll® - (b - ¢)* = [[bl}* lc)|* — Ib]|® llc]|® cos® 6
= [Ib}* l|c}f? sen’ 8

donde 6 es el anguloentrebyec, 0 <6< 7.

Combinando nuestros resultados concluimos que b X ¢ es un vector perpen-
dicular al plano generado por b y ¢, con longitud ||b||||c|| |sen @]. Sin embargo,
hay dos vectores que pueden satisfacer estas condiciones, pues se pueden escoger
dos direcciones que sean perpendiculares (o normales) al plano P generado por
b y c. Esto se ve claro en la figura 1.3.1, que muestra las dos posibilidades n; y
—n; perpendiculares a P, con |[nif] = || — ni1|| = ||b]|||c|| | sen &].

M

le|/sen @

Y- =n

Figura 1.3.1 n; y n; son los dos posibles vectores ortogonales a b y a ¢, ambos con
norma ||b} l|c|| | sen 6].

;,Cual es el vector que representa a b x ¢?, jn; o —n;? La respuesta es n; =
b x c¢. Resuelvan algunos casos, como k = i x j, para verificarlo. La siguiente
“regla de la mano derecha” determina la direccién de b x ¢: Si colocan la palma
de su mano derecha de manera que sus dedos se curven desde b en la direccién de
c en un angulo @, el dedo pulgar apuntara en la direccidn de b x ¢ (figura 1.3.2).
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Figura 1.3.2 Regla de la mano derecha para determinar en cudl de las dos direcciones
posibles apunta b x c.

Si b y c son colineales, sen® = 0, de modo que bx ¢ = 0. Sib y ¢ no
son colineales, entonces generan un plano y b x ¢ es un vector perpendicular
a este plano. La longitud de b x ¢, ||b||||c|||sen@|, es simplemente el adrea del
paralelogramo que tiene como lados adyacentes a los vectores b y ¢ (figura 1.3.3).

z

longitud = |lc|| [seng|

Figura 1.3.3 La longitud de b x ¢ es igual al area del paralelogramo formado por b y e.
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EJEMPLO 5 Hallar un vector unitario ortogonal a los vectoresi+j y j + k.

SOLUCION  Un vector perpendicular ai+jy a j+k es el vector

i j ok
(+)xG+k) =1 1 ofl=i-j+k
01 1
Como ||i — j + k|| = V/3, el vector
-j+K)
V3
es un vector unitario perpendicular ai+jy j+k. A

Usando el producto cruz podemos obtener la interpretacion geométrica basica
de los determinantes de 2 X 2 y, mds adelante, de 3 x 3. Sean b = bji+ boj ¥
¢ = c11+ c3j dos vectores en el plano. Si ¢ denota el dngulo entre b y ¢, hemos
visto que ||b x ¢|| = ||b]|||c|| |sen 8]. Como ya se dijo, ||b]|||c|| |sen 8] es el area
del paralelogramo con lados adyacentes b y ¢ (ver la figura 1.3.3). Usando la
definicién del producto cruz,

i j k
bxc=|b b 0|= b ba )y
C1 [¢)]
¢ ¢ 0

Asi, ||b x c|| es el valor absoluto del determinante

by b
(3] c2

= b102 — bzcl.

De aqui se sigue que el valor absoluto del determinante anterior es el drea del
paralelogramo que tiene como lados adyacentes a los vectores b = bji+ byj y
¢ = ci11 + ¢o.

EJEMPLO 6 Hallar el drea del tridngulo con vértices en los puntos (1,1), (0, 2),
¥ (3,2) (figura 1.3.4).

SOLUCION Sean a=1i+j, b=2jy ¢ = 3i+2j. Es claro que el tridngulo cuyos
vértices son los extremos de los vectores a, b y ¢ tiene la misma &rea que el
triangulo con vértices en 0, b —a y ¢ — a (figura 1.3.4). En efecto, este ltimo
es sélo una traslacién del tridngulo anterior. Como el drea de este tridngulo
trasladado es la mitad del area del paralelogramo con lados adyacentes b —a =
—1+4+jy ¢c—a= 2i+j, hallamos que el area del tridngulo con vértices (1,1),
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2
@ ()

Figura1.3.4 Problema (a): Hallar el drea A del tridngulo sombreado. Solucién: Expresar
los lados como diferencias de vectores (b) para obtener A = 1||(b —a) x (¢ — a)].

(0,2) y (3,2) es el valor absoluto de

21 2 1|72

11-11 3
2)

esto es, % A

Hay una interpretacién de los determinantes de matrices de 3 x 3 como vohi-
menes, que es andloga a la interpretacién de los determinantes de matrices de
2 X 2 como areas. Sean a = a1i+azj+azk, b=b1i+byj+bskyc=cii+eaj+
c3k, vectores en R3. Mostraremos que el volumen del paralelepipedo con aristas
adyacentes a, b y ¢ (figura 1.3.5) es el valor absoluto del determinante

a a2 as
D=|b b bs
C1 c2 C3

Sabemos que [|a x b|| es el 4rea del paralelogramo con lados adyacentes a
y b. Més aiin, |(a x b) - ¢| = ||c|]||a x b|| cos¥, donde ¥ es el dngulo agudo
que forma ¢ con la normal al plano generado por a y b. Como el volumen del
paralelepipedo con aristas adyacentes a, b y c es el producto del area de la
base ||a x b|| por la altura ||c|| cos ¢, se sigue que el volumen es |(a x b) - ¢|.
Vimos en la pag. 35 que D = a- (b x ¢). Al intercambiar renglones vemos que
D=-c-(bxa)=c:(axb)=(axDb)-c;por lo tanto, el valor absoluto de D
es el volumen del paralelepipedo con aristas adyacentes a, b y c.

Para concluir esta seccién, usaremos métodos vectoriales para determinar la
ecuacion de un plano en el espacio. Sean P un plano en el espacio, a un vector
que termina en el plano, y n un vector normal al plano (ver la figura 1.3.6).
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Figura 1.3.5 El volumen del paralelepipedo formado por a, b, ¢ es el valor absoluto del
determinante de la matriz de 3 X 3 con renglones a, by c.

-y

Figura 1.3.86 Los puntos r del plano que pasa por a y es perpendicular a n satisfacen la
ecuacién (r —a)*n=0.
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Sir es un vector en R3, entonces el extremo de r esta en el plano P si, y s6lo si,
r—a es paralelo a Py, por lo tanto, si, y sélo si, (r—a)-n = 0 (n es perpendicular
a cualquier vector paralelo a P —ver la figura 1.3.6—). Como el producto interno
es distributivo, esta iltima condicién es equivalente a r-n = a- n. Por lo tanto,
si hacemos a = a;i + azj + ask, n = Ai+ Bj+ Ck y r = zi + yj + 2k, se sigue
que el extremo de r estd en P si, y sdlo si,

Az + By+Cz=r-n=a-n= Ae + Baz + Cas. 3)

Como n y a se tomaron fijos, el lado derecho de la ecuacién (3) es una constante,
digamos, —D. Entonces una ecuacién que determina el plano P es

Az 4+ By+Cz+ D =0. (4)

donde Ai+ Bj + Ck es normal a P; reciprocamente, si A, B 'y C no son cero
simultdneamente, el conjunto de puntos (z,y, z) que satisface la ecuacién (4) es
un plano con normal Ai+ Bj+ Ck. La ecuacién (4) es lineal en las tres variables
z, y, z y asi corresponde geométricamente a una superficie lineal, esto es, un
plano, en R3.

Los cuatro nimeros A, B, C, D no estin determinados de manera iinica por
P. Para verlo, noten que (z,y, z) satisface la ecuacién (4) si, y sélo si, ademas
satisface la relacién

(AA)z + (AB)y+ (AC)z+(AD) =0

para cualquier constante A # 0. Si A, B, C, Dy A’, B, C', D’ determinan el
mismo plano P, entonces A = XA', B = AB', C = AC’, D = AD' para un escalar
A. Decimos que A, B, C, D estan determinadas por P salvo un miltiplo escalar.
Reciprocamente, dados A, B, C, Dy A’, B’, C’, I, determinan el mismo plano
si A= AA', B=AB',C = AC’, D = \D’ para algiin escalar A. Este hecho se
aclarara en el ejemplo 8.

El plano con normal Ai+ Bj+ Ck, que pasa por un punto R = (o, yo, z0) €s

A(z —z0) + B(y —y0) + C(2 — 20) =0 : (5

(notar que & = zg, ¥y = yo, 2 = 2o satisface la ecuacién (5), y entonces, en este
caso, D = —(Azg + Byo + C2z).

. EJEMPLO 7  Determinar la ecuacion del plano perpendicular al vector i+j+k,
que contiene al punto (1,0,0).

SOLUCION  De la ecuacién (5), el plano es 1(z — 1) + 1(y — 0) + 1(z — 0) = 0;
estoes, z+y+2=1. A
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EJEMPLO 8 Hallar la ecuacién del plano que contiene a los puntos (1,1,1),
(2,0,0) y (1,1,0).

SOLUCION Método 1. Cualquier ecuacién del plano es de la forma Az + By +
Cz+ D = 0. Como los puntos (1,1,1) y (2,0,0) y (1,1,0) estan en el plano,
tenemos

A+B+C+D=0

2A +D=0
A+ B +D=0

Mediante eliminacién, reducimos este sistema de ecuaciones a la forma

24+D =0 (segunda ecuacién)
2B+ D=0 (2 x tercera—segunda)

C=0 (primera—tercera)

Como los nimeros A, B C y D estin determinados salvo un miltiplo escalar,
podemos fijar el valor de uno y asi los otros quedaran determinados de manera
unica. Si hacemos D = —2, entonces A = +1, B = +1, C = 0. Asi, la ecuacién
del plano que contiene a los puntos dados es z +y —2 = 0.

Método 2. Seana=1+j+k,b=2iy ¢ =1+]j. Cualquier vector normal al
plano debe ser ortogonal a los vectores a—b y ¢ — b, que son paralelos al plano,
ya que sus extremos estin en el plano. Asi, n = (a — b) x (¢ — b) es normal al
plano. Al calcular el producto cruz tenemos,

i ok
n=|-1 1 1|=-i—j.
-1 1 0

Asi, cualquier ecuacién del plano es de la forma —2 — y + D = 0 (salvo un
miiltiplo escalar). Como (2,0,0) esté en el plano, D = +2. Después de sustituir,
obtenemos ¢ +y — 2 = 0. A

EJEMPLO 9 Determinar la distancia del punto E = (z1,y1,21) al plano con
ecuacién A(z —z9)+ B(y —y) + C(z — 20) = Az + By+ Cz+ D = 0.

SOLUCION Considerar al vector

n= Ai+ Bj+Ck
«/A2+B2+Cz’
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z E = (x, 1, 2))

; Z ‘1:R= —-.-.(xo;yo) zﬂ)

s D

r's
X

Figura 1.3.7 La geometria para determinar la distancia del punto E al plano P.

que es un vector unitario normal al plano. Bajar una perpendicular de E al plano
y construir el tridangulo REQ mostrado en la figura 1.3.7. La distancia d = |EQ]

es la longitud de la proyeccién de v = RE (el vector de R a E) sobre n; asi,

distancia = |v - n| = |[(z1 — zo)i + (31 — y0)j + (21 — 20)k] - m|
_ [A(z1 — zo) + B(y1 = 30) + C(2z1 — 20)|
A2 + B2 +C? )
Si el plano estd dado en la forma Az + By + Cz + D = 0, escogemos un punto

(20, Y0, 20) sobre él y notamos que D = —(Az, + Byp + Cz). Al sustituir en la
férmula anterior da

|Az1 + By: + Cz1 + D|

A
VA + B ¢ C?

distancia =

EJERCICIOS

1. Verificar que al intercambiar dos renglones o dos columnas del determinante de
3x3

1
3
2

=W='"]
IR

se cambia el signo del determinante (escoger cualesquiera dos renglones o cualesquiera
dos columnas).
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2. Evaluar
2 -1 0 36 18 17
@@ |4 3 2 (o) |45 24 20
3 0 1 3 5 —2
1 4 9 2 3 5
@ |4 9 16 @ |7 11 13
9 16 25 17 19 23

3. Calcularax b,donde a=i-2j+k, b=2i+j+k.
4. Calcular a- (b x c), donde a y b son como en el ejercicio 3 y ¢ = 3i — j + 2k.

IE] Hallar el 4rea del paralelogramo que tiene como lados a los vectores a y b dados
en el ejercicio 3.

6. Un tridngulo tiene vértices (0,0,0), (1,1,1) y (0,—2,3). Hallar su drea.
7. ;Cual es el volumen del paralelepipedo con aristas 2i +j —k, 5i — 3k e i — 2j + k7
;Cuadl es el volumen del paralelepipedo con aristas i, 3j — k y 4i + 2] — k?

En los ejercicios del 9 al 12, describir todos los vectores unitarios ortogonales a los
vectores dados.

9. ij
10. —5i 4+ 9j — 4k, 7i +8j + 9k
f11] —5i - 9j — 4k, 7i + 8] + 9k, 0
12. 2i —4j + 3k, —4i +8j — 6k
13. Calcularu+v, u-v, |Jujj, ||v|l y u x vdonde u=i-2j+k, v=2i — j+ 2k.
14. Repetir el ejercicio 13 para u=3i+j— k, v = —6i — 2j — 2k.
15. Hallar una ecuacién para el plano que
es perpendicular a v = (1,1,1) y pasa por (1,0,0).
{b) es perpendicular a v = (1,2,3) y pasa por (1,1, 1).
{c) es perpendicular a la recta I( (5,0,2)t+ (3, —1,1) y pasa por (5,—1,0).

t) =
es perpendicular a la recta 1{t) = (-1, -2,3)t +(0,7,1) y pasa por (2,4, —1).

16. Hallar una ecuacién para el plano que pasa por (a) {0,0,0), (2,0, —1) y (0, 4, —3);
(1,2,0), (0,1,-2) y (4,0,1); y (c) (2,~1,3), (0,0,5) y (5,7, —1).
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17. (a) Probar las identidades del triple producto vectorial (A x B)xC = (A-C)B—
(B-C)AyAx(BxC)=(A:C)B—(A-B)C.

(b) Probar (uxv)xw=ux (vxw)si,ysblosi (uxw)xv=0.

(c) Probar (ux v)xw+(vxw)xu+(wxu)xv =0 (laidentidad de Jacobi).

18. Probar sin recursos geométricos, que

u-(vxw)=ve(wxu)=w-(uxv)=—-u-(wxv)

=-w-:(vxu)=-v-:(uxw)
(b) Probar

u-u u-v

(uxv)- (W x V)= (u-u)(v-v) = (u-v)@'-v)=| .

[IDEA: Usar la parte (a) y el ejercicio 17(a).]
19. Verificar la regla de Cramer presentada en la nota histérica de la pagina 33.

20. Hallar una ecuacién para el plano que pasa por (2,—1,3) y es perpendicular a
v =(1,-2,2) +1(3,-2,4).

21. Hallar una ecuacién para el plano que pasa por (1,2,—3) y es perpendicular a
v =(0,-2,1) + (1, -2, 3).

@ Hallar la ecuacién de la recta que pasa por (1, —2, ~3) y es perpendicular al plano
3z —y—224+4=0.

23. Hallar una ecuacién para el plano que contiene a las dos rectas

vi=(0,1,-2)+¢(2,3,-1) y  v2=(2,-1,0)+12,3,-1).
24. Hallar la distancia de (2,1, —1) al plano z — 2y 4+ 2z + 5 = 0.

@ Hallar una ecnacién del plano que contiene a la recta v = (—1,1,2) + ¢(3,2,4) y
es perpendicular al plano 2z +y — 3z +4 =0.

Hallar una ecuacién del plano que pasa por (3,2, —1) y (1,—1,2) y es paraleloa la
recta v = (1,—-1,0) + (3,2, —2).

27. Rehacer los ejercicios 19 y 20 de la seccién 1.1 usando el producto punto y los
conocimientos adquiridos acerca de normales y planos.

28, Dados los vectores a y b, jes cierto que las ecuaciones x xa =b y x -a = |ja||
determinan sélo un vector x? Dar argumentos geométricos y analiticos.
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29. Determinar la distancia del plano 12z 4+ 13y + 5z + 2 = 0 al punto (1,1, —5).

Hallar la distancia al punto (6, 1,0) del plano que pasa por el origen y es perpen-
dicular a i — 2j + k.

31. En mecéinica se define el momento M de una fuerza F alrededor de un punto O
como la magnitud de F por la distancia perpendicular d de O a la linea de accién de F.
(Recordemos del ejemplo 10, seccién 1.1, que las fuerzas se pueden considerar vectores.)
El momento vector M es el vector de magnitud M cuya direccién es perpendicular al
plano de O y F, determinado por la regla de la mano derecha. Mostrar que M = R x F,
donde R es cualquier vector que va de O a la linea de accién de F (ver la figura 1.3.8.).

linea de accién

Figura 1.3.8 Momento de una fuerza.

32. La velocidad angular de rotacién w, de un cuerpo rigido tiene la misma direccién
que el eje de rotacién y magnitud igual a la tasa de giro en radianes por segundo. El
sentido de w se determina por la regla de la mano derecha.

(a) Sea r un vector que va del eje a un punto P del cuerpo rigido. Mostrar que el
vector v = w X r es la velocidad de P, como en la figura 1.3.9, con w = vy y r = v,.

(b) Interpretar el resultado para la rotacién de un carrusel alrededor de su eje,
donde P es un punto en la circunferencia.

Figura 1.3.9 El punto P tiene vector velocidad v.
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@ Dos medios fisicos con indices de refraccién n; y n2 estdn separados por una
superficie plana perpendicular al vector unitario N. Sean a y b vectores unitarios
a lo largo de los rayos incidente y refractado, respectivamente, sus direcciones son
las de dichos rayos de luz. Mostrar que n;(N x a) = n2(N x b), usando la ley de
Snell, sen 81 /sen 82 = ny /n1, donde 6 y 6> son los dngulos de incidencia y refraccién,
repectivamente (ver la figura 1.3.10.)

N rayo de luz

Figura 1.3.10 Ley de Snell.

* Justificar los pasos en los siguientes calculos:

1 2 3 1 2 3 12 3 3 6
4 5 6|=]0 -3 —6{=|0 -3 —6—‘ 6 _11‘=33—36=—3.
7 8 10 7 8 10 0 —6 -11 -

*35. Mostrar que, en una matriz, al sumar un multiplo del primer renglén el segundo
no se altera el determinante, esto es,

aq b c1 a1 b
az+ a1 b+ A 2+ A | =|az b2 e
as b3 C3 as b3 C3

[De hecho, al sumar en una matriz un miltiplo de cualquier renglén (columna) a otro
rengldn (columna), no se altera el determinante.]

1.4 COORDENADAS ESFERICAS Y CILINDRICAS

La manera usual de representar un punto en el plano R? es mediante las coor-
denadas rectangulares (z,y). Sin embargo, como ya seguramente lo aprendié el
lector en calculo elemental, las coordenadas polares en el plano pueden ser muy
utiles. Como se muestra en la figura 1.4.1, las coordenadas (r,8) estan relacio-
nadas con (z,y) mediante las férmulas

z =rcosf y y =rsen,

donde usualmente tomamos » > 0y 0 < 8 < 27.
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Figura 1.4.1 Las coordenadas polares de (z,y) son (r,4).

A los lectores no familiarizados con las coordenadas polares se les recomienda
estudiar las secciones respectivas en su libro de cdlculo. Ahora vamos a exponer
dos maneras de representar puntos en el espacito, ademas de las coordenadas
cartesianas rectangulares (z,y, z). Estos sistemas coordenados alternativos son
particularmente adecuados para ciertos tipos de problemas, como por ejemplo,
la evaluacién de integrales (ver la seccién 6.3).

DEFINICION (ver la figura 1.4.2). Las coordenadas cilindricas (r,0,z) de un

punto (x,y, z) estan definidas por

z = rcos¥, y =rsend, 2=z (1)

» (X, Y, 2)

32

X

Figura 1.4.2 Representacién de un punto (z,y, z) en términos de sus coordenadas cilin-
dricas r, 0 y z.
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o, explicitamente,

tan"}(y/z)siz >0y y>0

r=\/z? + y?, z =z, 9={1r+tan“l(y/:c) siz <0

27 +tan"l(y/z)siz >0y y <O

donde tan~1(y/z) estd entre —m/2 y n/2. Siz = 0, entonces § = w/2 paray > 0
y3r/2 paray < 0. Si z =y =0, § no estd definido.

En otras palabras, para cada punto (z,y,z) representamos la primera y se-
gunda coordenadas en términos de coordenadas polares y no alteramos la tercera.
La férmula (1) muestra que, dados (r,8, z), la terna (z,y, z) estd completamente
determinada y, viceversa, si restringimos 8 al intervalo [0,27) (a veces es conve-
niente la extension (—m, 7]) y requerimos que r > 0.

Para ver por qué usamos el término “coordenadas cilindricas”, nétese que si
0<6 <27 —00< z< 00y r=a es una constante positiva, entonces el lugar
geométrico de estos puntos es un cilindro de radio a (ver la figura 1.4.3).

v i D

s il

Figura 1.4.3 La grafica de los puntos cuyas coordenadas cilindricas satisfacen r = a es
un cilindro.

EJEMPLO 1 (a) Hallar las coordenadas cilindricas de (6,6,8) y localizar el punto.
(b) Si un punto tiene coordenadas cilindricas (8,27/3,—3), jcuales son sus co-
ordenadas cartesianas? Localizarlo.

SOLUCION  Para la parte (a), tenemos r = 62 + 62 = 6/2y 6 = tan"l(6/6) =
tan~!(1) = 7/4. Asi, las coordenadas cilindricas son (6v/2,7/4,8). Este es el
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Figura 1.4.4 Ejemplos de conversidn entre coordenadas cartesianas y cilindricas.

punto P de la figura 1.4.4. Para la parte (b), tenemos

2T 8
= §=8 —_=——=—4
T = T COS cos 3 5

y=rsenf =8sen2?7r =8§ = 4/3.
Asi, las coordenadas cartesianas son (—4,4\/5, -3). Este es el punto Q de la
figura. A

Las coordenadas cilindricas no son las unicas generalizaciones posibles de las
coordenadas polares a tres dimensiones. Recuerden que en dos dimensiones la
magnitud del vector zi+yj (esto es, /22 4+ y?) es la r en el sistema de coordena-
das polares. Para las coordenadas cilindricas, la longitud del vector i+ yj + zk,

a saber,
p=\/2?+y* +22,

no es una de las coordenadas del sistema (usamos sélo la magnitud » = /22 + y2,
el dngulo 8 y la “altura” z.)
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Ahora modificaremos esto introduciendo el sistema de coordenadas esféricas,
que usa a p como coordenada. Las coordenadas esféricas suelen ser tiles para
resolver problemas donde hay simetria esférica (simetria alrededor de un punto),
mientras que las coordenadas cilindricas se pueden aplicar donde haya simetria
cilindrica (simetria alrededor de una recta).

Dado un punto (z,y,z) € R3, sea

p=1\12+y? + 22
y representemos z y y mediante coordenadas polares en el plano zy:

z = rcosb, y=rsené 2

donde » = /22 + y? y 6 estad dada por la férmula (1). La coordenada z esta
dada por

Z=pcosg,

donde ¢ es el angulo (entre 0 y 7, inclusive) que forma el radio vector v =
z1+ yj + 2k con el eje z, en el plano que contiene al vector v y al eje z (ver la
figura 1.4.5). Usando el producto punto podemos expresar ¢ como sigue:

vk —cos— (VoK
cos ¢ = ||v|| s l.e., ¢ = cos ( ||v” ) .

p(x, y,2)

o

-3

*

Figura1.4.5 Coordenadas esféricas (p, 0, ¢); la grafica de los puntos que satisfacen p = a
es una esfera.
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Tomamos como coordenadas las cantidades p, 6, ¢. Como
T = psen ¢

podemos usar la férmula (2) para expresar , y y z en términos de coordenadas
esféricas p, 0, .

DEFINICION Las coordenadas esféricas de (z,y,z) se definen como sigue:
T = psen ¢cosd, y = psen psend, z=pcose (3)
donde
p>0, 0<8<2m, 0<¢p<m.

Nétese que las coordenadas esféricas 6 y ¢ se parecen a las coordenadas geogra-
ficas de longitud y latitud si consideramos al eje de la Tierra como el eje z. Sin
embargo, hay diferencias: la longitud geogrifica es |0 y se llama longitud este u
oeste, dependiendo de si 8 es positivo o negativo; la latitud geogréfica es |7/2— ¢|
y se llama latitud norte o sur, dependiendo de si /2 — 6 es positivo o negativo.

Nétese que en coordenadas esféricas la ecuacién de la esfera de radio a con
centro en el origen toma la forma particularmente sencilla

p=a.

EJEMPLO 2

(a) Hallar las coordenadas esféricas de (1,—1,1) y localizarlo.
(b) Hallar las coordenadas cartesianas de (3, /6, n/4) y localizarlo.

(c) Sea un punto con coordenadas cartesianas (2, —3,6). Hallar sus coordenadas
esféricas y localizarlo.

(d) Sea un punto con coordenadas esféricas (1, —n /2, w/4). Hallar sus coorde-
nadas cartesianas y localizario.

SOLUCION
(a) p= /224y +22 =\/12+ —1)2 + 12 = /3,

6 = tan™" (2) = tan™! (——1) = —1,
T 1 4

Ver la figura 1.4.6(a).
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Figura 1.4.6 Bisqueda de (a) las coordenadas esféricas del punto (1,—1,1) y (b) las
coordenadas cartesianas de (3, /6, v /4).

(b) z = psengdcosf = 3sen (%) cos

y=psen¢sen0=3sen(

z = pcos ¢ = 3cos (—E—) =

Ver la figura 1.4.6(b).

(c) p=\a2+y?+22=/22+(-3)2+62=V49=T1,

6 =tan™" (2) = tan™! (—_5—%) ~ —0.983 &~ —56.31°,
T

6
¢ =cos™! (%) =cos™! (7) =~ 0.541 ~ 31.0°.

Ver la figura 1.4.7(a).

(d) =z =psendcosd =1sen (

ks
o
o]
w
N
|
]}
N—
Il
N
~
o
il
=

V2
2
y = psen ¢sen B = 1sen (%) sen (—TW) = (?) (-1 = -%;

V2

T
z = pcos¢ cos(4) 5

Ver la figura 1.4.7(b). A
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(a) 24 (b)

z

B N

Figura 1.4.7 Busqueda de (a) las coordenadas esféricas de (2, —3, 6) y (b) las coordena-
das cartesianas de (1, —x/2, n/4).

EJEMPLO 3 Expresar (a) la superficie zz = 1 y (b) la superficie 22 +y? —z2 = 1
en coordenadas esféricas.

SOLUCION  De la férmula (3), z = psen¢cosf, z = pcos ¢, y, por lo tanto, la
superficie (a) esta formada por todos los (p, 8, ¢) tales que
p2 sen ¢ cos@cos ¢ = 1, l.e., p2 sen 2¢cosf = 2.
Para la parte (b) podemos escribir
x2+y2—z2=x2+y2+z2—2z2=p2—2p2c052¢,

de manera que la superficie es p?(1—2cos? ¢) = 1, o bien —p? cos(2¢) = 1. A

z

Figura1.4.8 Vectores ortonormales e,, €g y e, asociados con las coordenadas cilindricas.
El vector e, es paralelo a la recta denominada r.
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€,

€

4
3

/

p 4

Figura 1.4.9 Vectores ortonormales e,, €9 y e4 asociados con las coordenadas
esféricas.

Hay vectores unitarios asociados con las coordenadas cilindricas y esféricas, que
son la contraparte de 1, j y k para las coordenadas rectangulares. Se muestran en
las figuras 1.4.8 y 1.4.9. Por ejemplo, e, es el vector unitario paralelo al plano zy,
en direccién radial, de manera que e, = (cos )i+ (sen 8)j. De manera andloga, en
coordenadas esféricas ey es el vector unitario tangente a la curva parametrizada
por la variable ¢, manteniendo fijas las variables p y 8. Usaremos estos vectores
unitarios mas adelante, cuando en calculos vectoriales se utilicen coordenadas
cilindricas y esféricas (ver la seccién 3.5).

EJERCICIOS

I__Ll (a) Los puntos siguientes estin dados en coordenadas cilindricas; expresar cada
uno en coordenadas rectangulares y coordenadas esféricas: (1,45°,1), (2, /2, —4),
(0,45°,10), (3,7/6,4), (1,-x/6,0), (2,37/4,—2). (Sélo el primer punto se resuelve
en la Guia de estudio.)

(b) Cambiar los puntos siguientes de coordenadas rectangulares a coordenadas
esféricas y a coordenadas cilindricas: (2,1, —2), (0, 3, 4), (\/5, 1,1), (—2\/3, -2, 3). (Sélo
el primer punto se resuelve en la Guia de estudio.)

2. Describir el significado geométrico de las siguientes asociaciones en coordenadas
cilindricas:
(a) (r,8,2) — (r,8,—2)
(r,0,2) = (r,0+7,—2)
(c) (r,0,z) — (—r,0 —x/4,2)
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3. Describir el significado geométrico de las siguientes asociaciones en coordenadas
esféricas:
(a‘) (p,g, ¢) fand (p70+7r)¢)
(p>ay¢) H(p107”-¢)
(c) (p,6,¢)— (20,0 + 7/2,9)

4. (a) Describir las superficies r = constante, § = constante y z = constante en el
sistema de coordenadas cilindricas.
(b) Describir las superficies p = constante, § = constante y ¢ = constante en el

sistema de coordenadas esféricas.

E’ Mostrar que para representar cada punto en R® por medio de coordenadas esféri-
cas es necesario tomar sélo valores de 8 entre 0 y 2x, valores de ¢ entre 0 y 7, y valores
de p > 0. ;Serian tnicas estas coordenadas si permitimos que p < 07

6. Usando coordenadas cilindricas y los vectores ortonormales {ortogonales normali-
zados) e, eg y €. (ver la figura 1.4.8),
(a) expresar cada uno de los vectores e, €5 y €, en términos de i, j, ky (z,9,2); ¥y
(b) calcular e¢ X j de manera analitica, usando la parte (a), y geométrica.

7. Usando coordenadas esféricas y los vectores ortonormales (ortogonales normaliza-
dos) e,, es y €4 (ver la figura 1.4.9),
expresar cada uno de los vectores e,, €5 y €4 en términos de i, j, ky (z,y,2); ¥y
(b) calcular €9 X j y €4 x j de manera analitica y geométrica.

8. Expresar el plano z = z en coordenadas (a) cilindricas y (b) esféricas.

Mostrar que en coordenadas esféricas:
(a) p eslalongitud de zi + yj + zk.
(b) & = cos™*(v -k/||v|]), donde v = zi + yj + zk.
(c) 8 =cos (u-i/||u]|), donde u = zi + yj.

10. Dos superficies se describen en coordenadas esféricas mediante las ecuaciones p =
f(8,6)y p = —2f(6, ¢), donde f(6, ¢) es una funcién de dos variables. ;Cémo se obtiene
geométricamente la segunda superficie a partir de la primera?

11. Una membrana circular en el espacio esta sobre la regién z° + y> < a®. La compo-
nente z maxima de los puntos de la membrana es b. Suponer que (z,y, z) es un punto
en ]a membrana torcida. Mostrar que el punto correspondiente (r,8, z) en coordenadas
cilindricas satisface las condiciones 0 < r < e, 0< 8 < 27, |z] < b.

12. Un tanque con forma de cilindro circular recto, con radio de 3m y altura de 5m
contiene la mitad de liquido y reposa de lado. Describir el espacio ocupado por el aire
dentro del tanque mediante la eleccién adecuada de coordenadas cilindricas.

@ Se va a disefiar un vibrémetro que soporte los efectos del calentamiento de su
cubierta esférica de didmetro d, la cnal estd enterrada a profundidad de d/3; el Sol
calienta la parte superior (suponer que la Tierra es plana). El analisis de la conduccién
de calor requiere una descripcién de la parte enterrada de la cubierta, en coordenadas
esféricas. Hallarla.
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14. Un cartucho de filtro de aceite es un cilindro poroso, circular, recto, por el cual
fluye el aceite desde el eje hacia la superficie curvada exterior. Describir el cartucho en
coordenadas cilindricas, si el didmetro del filtro es de 4.5 pulg, la altura es de 5.6 pulg
y el centro del cartucho est4 taladrado (a todo lo largo) desde arriba para permitir la
entrada de un perno de % de pulg.

*15. Describir la superficie dada en coordenadas esféricas por p = cos 26.

1.5 ESPACIO EUCLIDIANO n-DIMENSIONAL

En las secciones 1.1 y 1.2 estudiamos los espacios R = R!, R? y R3 y dimos
sus interpretaciones geométricas. Por ejemplo, un punto (z,y, z) en R3 se puede
pensar como un objeto geométrico, a saber, el segmento de recta dirigido, o
vector, que sale del origen y termina en el punto (z,y,z). Entonces podemos
pensar R? de cualquiera de estas dos maneras:

(i) Algebraicamente, como un conjunto de ternas (x,y,2) donde z, y y z son
nimeros reales
(ii) Geométricamente, como un conjunto de segmentos dirigidos
Estas dos maneras de considerar R® son equivalentes. La definicién (i) es
mads conveniente para generalizar. Especificamente, podemos definir R*, donde n
es un entero positivo (quizd mayor que 3), como el conjunto de todas las n-adas
ordenadas\/&zl,mz, ...,&pn) donde los z; son niumeros reales. Por ejemplo,
(1,v/5,2,v3) € R%.

El conjunto R™ definido anteriormente se conoce como n-espacio euclidiano,

y sus elementos x = (a:l, T3,...,Zn) S€ conocen como vectores o n-vectores. Al
hacer n = 1, 2 o 3, recuperamos la recta, el plano y el espacio tridimensional,
respectivamente.

Comenzamos nuestro estudio del n-espacio euclidiano introduciendo varias
operaciones algebraicas. Estas son analogas a las introducidas en la seccién 1.1
para R? y R3. Las primeras dos, suma y multiplicacién por un escalar, se definen
como sigue:

(1) (z1,22, .-y 2n) + (Y1,¥2, 5 ¥n) = (L1 + 31,22+ Y2, -+ -, T + Yn);
y
(i1) para cualquier nimero real a,

a(z1,72,...,2a) = (a1, 0%2,...,aT,).

La importancia geométrica de estas operaciones para R? y R3 se analizé en la
seccién 1.1.

Los n vectores e; = (1,0,0,...,0), e2 = (0,1,0,...,0), ..., e, = (0,0,...0,
1) se llaman vectores de la base usual de R™, y generalizan los tres vectores
unitarios ortogonales entre si, i, j y k de R3. El vector x = (2,22,...,2,) se
puede escribir como x = z1e; + req + - - + Tpen.
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Para dos vectores x = (21,22,%3) Yy ¥ = (¥1,¥2,y3) en R3, definimos el pro-
ducto punto o producto interno x -y como €l nimero real x -y = z1y; + z2y2 +
z3y3. Esta definicién se extiende ficilmente a R™; especificamente, para x =
(1,22, ., 2n), ¥y = (Y1, ¥Y2,- -+, ¥n), definimos x -y = z,y; + zoya + - - + TnYn.
En R" se suele usar la notacién (x,y) en lugar de x - y, para el producto inte-
rior. Continuando con la analogia con R3, ahora tenemos que definir el concepto
abstracto de longitud o norma de un vector x mediante la férmula

longitud de x = |ix|| = vx - x = \/a:f + 224+ 2d.

Si x y y son dos vectores en el plano (R?) o en el espacio (R?), sabemos que
el angulo 0 entre ellos esta dado por la férmula

y
[ Iyl

cosf =

El lado derecho de esta ecuacién esta definido tanto para R® como para R2. Atin
representa el coseno del angulo entre x y y; este angulo esta bien definido pues
X y y estan en un subespacio bidimensional de R” (el plano determinado por x
y ¥)- El producto punto es una poderosa herramienta matematica; una razén es
que incorpora el concepto geométrico de dngulo entre dos vectores.

Sera util disponer de algunas propiedades algebraicas del producto interior.
Se resumen en el siguiente teorema (ver las propiedades (i), (ii), (ili) y (iv) de la
seccién 1.2)

TEOREMA 2 Parax,y yz € R" y o y [ nimeros reales, tenemos
(i) (ax+ By) -z =a(x-z)+ B(y - 2).

(i) x-y=y-x.

(iii) x-x > 0.

(iv) x-x=0si, y sélosi, x = 0.

DEMOSTRACION Cada una de las cuatro afirmaciones se puede probar mediante
un sencillo célculo. Por ejemplo, para probar la propiedad (i) escribimos

(ax + By) cz = (az1 + By, ax2 + By, ..., 0Tn + Byn) {21, 22,.. ., 2n)
= (az1 + By1)z1 + (az2 + By2)z2 + «++ +{0zn + Byn)2n
=az121 + Pyr1z1 + az222 + By2z2 ++++ + @Tnzn + BYnzn
=a(x-2z)+ By - 2).

La otra demostracién es similar. [ |
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En la seccién 1.2 probamos una propiedad mucho mas interesante de los pro-
ductos punto, llamada la desigualdad de Cauchy-Schwarz (a veces se le llama
desigualdad de Cauchy-Bunyakovskii-Schwarz, o simplemente desigualdad CBS,
porque se descubrié de manera independiente en casos particulares por el ma-
tematico francés Cauchy, el matemdtico ruso Bunyakovskii y el matemadtico
aleman Schwarz). Para R? la demostracién requirié de la ley de los cosenos.
Podriamos escoger este método para R", restringiendo nuestra atencién a un
plano en R™. Sin embargo, podemos dar una demostracién directa, completa-
mente algebraica.

TEOREMA 3 (DESIGUALDAD DE CAUCHY-SCHWARZ) Sean x y 'y vectores en R™.
Entonces
eyl < il yll-

DEMOSTRACION Seaa=y-yyb=—x-y. Sia =0 el teorema es claramente
valido, pues entonces y = 0 y ambos lados de la desigualdad se reducen a 0. Asi,
podemos suponer que a # 0. Por el teorema 2 tenemos

0 < (ax + by) - (ax + by) =a’x x+2abx -y + b°y-y
=y y)’x-x—(y-y)(x-y)°
Al dividir entre y - y se tiene

0< (Y y)(x-x)—(x-y)

(x-¥)* < (- x)(y - y) = Il lyll®

Al extraer raiz cuadrada en ambos lados de esta desigualdad se obtiene la regla
deseada. |

Hay una consecuencia muy util de la desigualdad de Cauchy-Schwarz en tér-
minos de longitudes. La desigualdad del tridngulo es geométricamente clara en
R?. En la figura 1.5.1, |OQ|| = |Ix +yl|, [|IOP|| = ||x|| = IRQ]| v [|OR| = |ly]l-
Como la suma de las longitudes de dos lados de un tridngulo es mayor o igual
que la longitud del tercero, tenemos ||OQ|| < ||OR|| + ||RQ]|, esto es |jx +y]| <

Q

(¢)

Figura 1.5.1 Esta situacién geométrica muestra que ||OQ|| < ||OR}} + ||RQ]}, o, en no-
tacién vectorial, que ||x + y|| < [Ix}| + ||¥||, lo cual es la designaldad del tridngulo.
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|Ix]|+]l¥]l- El caso para R™ no es tan obvio, de modo que daremos la demostracién
analitica.

COROLARIO Sean x y y vectores en R™. Entonces
x4yl < 1=l + iyl (desigualdad del tridngulo).
DEMOSTRACION Por el teorema 3, x -y < |x - y| < ||x||||y]|, de modo que
llx +yl1? = IxI +2x -y + Iyl < %I + 2l Iyl + lyll*

De aqui obtenemos ||x + y||2 < (||x|| + |ly]l)?; al extraer raiz cuadrada se tiene
el resultado. |

Si el teorema 3 y su corolario se desarrollaran algebraicamente, se convertirian
en las siguientes ttiles desigualdades:

(E) (Z)
(S} "< (£4) "+ (S0)

=1 i=1

n

iny.‘

=1

EJEMPLO 1 Seax = (1,2,0,~1} yy = (-1,1,1,0). Verificar el teorema 3 y su
corolario para este caso:

SOLUCION

lxll = /12 +272 + 02 + (-1)2 = V6
vl = V(=12 + 12412402 =3
Xy=1(-1)42:140-14(-1)0=1
x+y=(03,1,-1)
Ix + ¥l = /02 +32 4+ 12 4 (=1)2 = V11.

Calculamos x -y =1 < 4.24 = \/6\/5 = ||x” ||y”, lo cual verifica el teorema 3.
De manera andloga podemos verificar su corolario:

X +y]l = V11 ~3.32 < 4.18
=245+ 1.3 V6+V3=|x||+|yl. A

Por analogia con R3, podemos definir el concepto de distancia en R"; a saber,
si x y y son puntos en R", la distancia entre x y y se define como ||x —y||, o
la longitud del vector x —y. Insistimos en que no hay producto cruz definido en
R”, excepto para n = 3. Sdlo se generaliza el producto punto.
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Generalizando las matrices de 2 x 2 y de 3 x 3 (ver la seccién 1.3), podemos
considerar matrices de m x n, arreglos de mn nimeros:

aii a2 Ain

az1 az2 a2n
A= .

Gm1 Am2 - Qmn

También escribiremos A como [a;;]. Definimos suma y multiplicacién por un
escalar por componentes, tal y como se hizo para vectores. Dadas dos matrices
de mxn Ay B, podemos sumarlas (restarlas) para obtener una nueva matriz de
mxn,C = A+ B (C = A— B), cuyo ij-ésimo registro c;; es la suma (diferencia)
de a;; y b;;. Es claro que A+ B = B + A.

EJEMPLO 2

Ol R F

(b) [1 2]+4[0 -1]=[1 1].

SO O i

Dado un escalar A y una matriz A de m X n, podemos multiplicar 4 por A

para obtener una nueva matriz m x n AA = C, cuyo ij-ésimo registro c;; es el
producto Aa;;.

EJEMPLO 3

1 -1 2 3 -3 6
310 1 5|=1|0 3 15}. A
‘ 1 0 3 3 0 9

A continuacién pasamos a la multiplicacién de matrices. Si A = [a;;], B = [b;;],
entonces AB = C tiene registros dados por

n
Cij = E aikbsj,
k=1

que es el producto punto del i-ésimo renglén de A y la j-ésima columna de B:

ajx o Qin

by - blj bln
a’l e a‘n N : N

: bnl e bnj e bnn
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1 01 0
A=|2 y B=|10 0
1 01 1

0 4 3 210
AB=1]1 2 0 y BA=|10 3{. A
01 0

EJEMPLO 4 Sea

[ R =]
oo W

Entonces

3 1 0

De manera andloga, mediante la misma regla podemos multiplicar una matriz
de n x m (n renglones, m columnas) por una matriz de m x p (m renglones, p
columnas) para obtener una matriz de n x p (n renglones, p columnas). Nétese
que para que esté definida AB, el nimero de columnas de A debe ser igual al
ntimero de renglones de B.

EJEMPLO 5 Sea

-t DD
—

Entonces

y BA no esta definida. A

EJEMPLO 6 Sea

1
2
A= 1 y B = [ 2 21 2]‘
3
Entonces
2 21 2
4 4 2 4
AB = 2 2 1 32 y BA=[13]. a
6 6 3 6

Cualquier matriz A de m x n determina una asociacién de R™ a R™ de la
manera siguiente: Sea x = (z1,...,%,) € R™; considerar la matriz columna de
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n x 1 asociada con x, que denotaremos temporalmente por x*:
T3
xT =
Tn

y multiplicar A por x7 (considerada como una matriz de n x 1) para obtener
una nueva matriz de m x 1:

211 '+ G1n z N
AxT = ‘ : . =
Gmi *** Qmn ZTn Ym
Entonces obtenemos un vector y = (y1,...,Ym). Para usar una matriz A que
sirva para obtener una asociacién de los vectores x = (z1,...,%,) a vectores
¥y = (%1,--.,Ym) de acuerdo con la ecuacién anterior, hemos de escribir los
L1
vectores en forma de columna | : | en lugar de laforma de renglén (z1,...,2,).
Tn

Este cambio repentino de escribir x como renglén a escribirlo como columna
es necesario debido a las convenciones sobre multiplicacién.* Asi, aunque cause

alguna confusién, escribiremos x = (21, ...,2,) Yy = (¥1,- - -, Ym ) cOmMO vectores
Z1 n

columnax=1{ . |,y = | : | cuandose trate de multiplicaciones de matrices;
Tn Ym

esto es, identificaremos estas dos formas de escribir vectores. Asi, suprimiremos
la T en xT y consideraremos iguales a xT y a x; esto es, x = x7.

Asi, Ax = y significard “en realidad” lo siguiente: Escribase x como vector
columna, multipliquese por A, y sea y el vector cuyas componentes son las del
vector columna resultante de la multiplicacién. La regla x ~+ Ax define, por lo

tanto, una asociacién de R" a R™. Esta asociacidn es lineal; esto es, satisface

A(x+y)=Ax+ Ay
A(ax) = a(A4x), « un escalar,

como puede verificarse ficilmente. En un curso de algebra lineal se aprende que,
reciprocamente, cualquier transformacion lineal de R” a R™ se puede representar
mediante una matriz de m X n.

Si A = [a;;] es una matriz de m x n y e; es el j-ésimo vector de la base
usual de R", entonces Ae; es un vector en R™ con componentes iguales a las
de la j-ésima columna de A. Esto es, la i-ésima componente de Ae; es a;;. En
simbolos, (Aej); = a;;.

*Si los matematicos hubieran elegido la convencién de escribir x4 en lugar de Ax, o hubiera
diferentes reglas para la multiplicacién de matrices, se podria conservar a X como rengién.
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EJEMPLO 7 Si

10 3
-1 0 1
A= 2 1 2|’
-1 2 1

entonces x — Ax de R3 a R* es la asociacién definida por

z1 + 323
T
1; -1+ 23 A
: 221 + 72 + 223
: —z1 + 222 + T3

EJEMPLO 8 A continuacién se ilustra lo que sucede a un punto particular
cuando se manda mediante una matriz de 4 x 3:

Ae; = = segunda columna de A. A

S = W o
- N o
o~ o
i
N Ut N

N W e O

La multiplicaciéon de matrices no es, en general, conmutativa: si A y B son
matrices de n X n, entonces por lo general

AB # BA

(ver los ejemplos 4, 5 y 6).
Se dice que una matriz de n X n es invertible si existe alguna matriz B tal que

AB = BA = I,,,
donde
1 00 0
010 0
I,=10 01 0
00 0 --- 1

es la matriz identidad de n x n: I, tiene la propiedad de que I,C = CI, = C
para cualquier matriz C de n x n. Denotamos B por A~! y la llamamos la inversa
de A. La inversa, cuando existe, es tnica.
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EJEMPLO 9 Si

2 4 0 1 4 -8 4
A=1]0 2 1]/, entonces A1 3 4 =21,

30 2 200 6 12 4

pues AA™1 = I3 = A~1 A, como puede verificarse al efectuarse las multiplicacio-
nes de las matrices. A

En élgebra lineal se aprenden métodos para calcular inversas; en este libro
no se requieren esos métodos. Si A es invertible, es posible resolver la ecuacién
Ax = y para el vector x multiplicando ambos lados por A~! y obtener x = A~ ly.

En la seccién 1.3 definimos el determinante de una matriz de 3 x 3. Esto se
puede generalizar por induccidn a determinantes de n x n. Ilustramos aqui cémo
escribir el determinante de una matriz de 4 X 4 en términos de los determinantes
de matrices de 3 x 3:

aii a2 @13 Q4

a2z a3 @24 a1 G23 0G24
a1 @22 @23 Q24
=a11 (@32 @33 @34 — @12 |A31 A33 A34
a31 (32 @33 A34
@42 A43 G44 @41 @43 Q44
a41 @42 @43  G44
a1 @G22 QA24 a21 22 a3
+a13 |@31 asz2 @34 [ —ais|@31 as2 ass
@41 @42 Q44 a1 042 (43
(ver la férmula (2) de la seccién 1.3; los signos se alternan: +, —, +, —,...).

Las propiedades basicas de los determinantes de 3 x 3 que se revisaron en la
seccidén 1.3, mantienen su validez para determinantes de n x n. En particular,
noétese el hecho de que si A es una matriz de n X n y B es la matriz formada
al sumar un miiltiplo escalar del k-ésimo renglén (o columna) de A al [-ésimo
renglén (o, respectivamente, columna) de A, entonces el determinante de A es
igual al determinante de B (ver el ejemplo 10 a continuacién).

Un teorema basico del dlgebra lineal afirma que una matriz A, de n x n es
invertible si y sélo si el determinante de A no es cero. Otra propiedad basica
es que det(AB) = (det A)(det B). En este libro no usaremos muchos detalles de
algebra lineal, de modo que dejaremos estas afirmaciones sin demostracién.

EJEMPLO 10 Sea

— DD =
=]
==
N = = O

Hallar det A. ;Tiene A inversa?



66 LA GEOMETRIA DEL ESPACIO EUCLIDIANO

SOLUCION Al sumar (—1) x la primera columna a la tercera columna, obtene-
mos

det A= =1(1 -2 1j.
21 -2 1 1 1 2
11 -1 2

Al sumar (—1) x la primera columna a la tercera columna de este determinante
de 3 x 3, obtenemos

1 00
detA=|1 -2 0 =‘:f [1) = -2.
1 -1 1

Asi, det A = —2 # 0, de modo que A tiene inversa. A

Si tenemos tres matrices A, B y C tales que los productos AB y BC estan
definidos, entonces los productos (AB)C' y A(BC) estaran definidos y seran
iguales (esto es, la multiplicacién de matrices es asociativa). Llamamos a esto
triple producto de matrices y lo denotamos por ABC.

EJEMPLO 11 Sea

Entonces
ABC = A(BC) = [g] 3] = [12] A
EJEMPLO 12
2 01 1o =17 _[2 o][1 o] _[2 o a
0 1 1 1 1 1{ |0 1 1 0] J]1 0O
EJERCICIOS

1. Probar las propiedades (ii) a (iv) expresadas en el teorema 2.

2. Mostrar en R" que
2|x|* + 2|y }I> = |Ix + yII* + llx = y|* (Esto se conoce como la ley del parale-
logramo).
(b) [x = vl I+ ¥l < I + ]
(c) 4(x,¥) = |Ix + ¥|I* =[x — ¥||? (A esto se le llama la identidad de polarizacién.)
Interpretar estos resultados geométricamente en términos del paralelogramo formado
porxyy.
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Verificar que se cumplen las desigualdades CBS y del tridngulo, para los vectores en
los ejercicios 3, 4 y 5:

3. x=(2,0,-1), y =(4,0,-2)
X = (1707216): Yy = (3,8,4,1)
5. x= (1> -1,1,-1, 1)7 Y= (3,0, 0,0, 2)

6. Verificar que si A es una matriz de n X n, la asociacién X — Ax de R™ a R”™ es
lineal.

7. Calcular AB, det A, det B, det(AB) y det(A + B) para

1 -1 0 -2 0 2
A=]0o 3 2 y B=[-11 -1].
3 11 1 4 3

Calcular AB, det A, det B, det(AB) y det(A + B) para

3 0 1 1 0 -1
A=11 2 -1 y B=1|2 0 1].
1 0 1 0 1 0
9. Usar induccién en k para probar que si X1,...,Xx € R”, entonces

flrcs - xull < leall + -+ [l

10. Probar mediante dlgebra lineal, la identidad de Lagrange: Para nimeros reales

T, En Y Yly---sYn,
n 2 n n
2 2
(Soem) = (3] (So0) - S -
i=1 i=1 i=1 i<j
Usar esto para dar otra demostracién de la desigualdad de Cauchy-Schwarz en R".
*{1. Probar que si A es una matriz de n X n, entonces
det(AA) = A" det 4; y

(b) si B es una matriz obtenida a partir de A al multiplicar cualquier renglén o
columna por un escalar A, entonces det B = Adet A.

En los ejercicios 12, 13 y 14, A, B y C denotan matrices de n X n.

12. ;Es cierto que det{A + B) = det A + det B? Dar una demostracién o un contra-
ejemplo.

13. ;Es cierto que (A+ B)(A — B) = A> — B*?

m Suponiendo cierta la ley det(AB) = (det A)(det B), probar que det(ABC) =
(det A)(det B)(det C).
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*15. (Este ejercicio supone conocimiento de integracién de funciones continuas de una
variable.) Nétese que la demostracién de la desigualdad CBS (teorema 3) depende sélo
de las propiedades del producto interno listadas en el teorema 2. Usar esta observacién
para establecer la siguiente desigualdad para funciones continuas f, g:[0,1] — R:

<\ LU day/ fls@)] .

folf(z)g(z)d:c

Hacer esto

(a) verificando que el espacio de funciones continuas de [0,1] a R forman un
espacio vectorial; esto es, podemos pensar las funciones f y ¢ de manera abstracta
como “vectores” que pueden sumarse entre si, y multiplicarse por escalares.

(b) introduciendo el producto interno de funciones

fig= [ f(2)g(a) dz

y verificando que satisfaga las condiciones (i) a (iv) del teorema 2.

*16. Definir la transpuesta AT de una matriz A de nxn como sigue: el ij-ésimo elemento
de AT es aj; donde a;; es el 1j-ésimo registro de A. Mostrar que AT estd caracterizada
por la siguiente propiedad: Para todo x, y en R",

(ATx) -y = x - (Ay).

Verificar que la inversa de
a b 1 d b
c d s ad—bc|{—c al’

18. Usar la respuesta al ejercicio 17 para mostrar que la solucién del sistema

at +by=c¢e
cx+dy=f

HEEE Tl

19. Suponiendo cierta la ley det(AB) = (det A)(det B), verificar que (det A)(det A™1)
= 1 y concluir que si A tiene inversa, entonces det A # 0.

EJERCICIOS DE REPASO DEL CAPITULO 1

IZI Sea v=3i+4j+5kyw=1i-j+k. Calcular v+w, 3v, 6v + 8w, =2v, v-w,
v X wW. Interpretar cada operacién geométricamente graficando los vectores.

2. Repetir el ejercicio 1 con v=2j+kyw=-i - k.
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3. (a) Hallar la ecuacidn de la recta que pasa por (—1,2,—1) en la direccién de j.
{b) Hallar la ecuacién de la recta que pasa por (0,2,—1) y (-3,1,0).
(c) Hallar la ecuacién del plano perpendicular a (—2, 1, 2) que pasa por (—1,1,3).

(a) Hallar la ecuacién de la recta que pasa por (0, 1,0) en la direccién de 3i + k.
Hallar la ecunacién de la recta que pasa por (0,1,1) y (0, 1,0).

(c) Hallar la ecuacién para el plano perpendicular a (—1,1,—1) que pasa por
(1,1,1).

5. Calcular v - w para el siguiente conjunto de vectores:
(a) v=-i+jw=k
(b) v=i+2j-k;w=3i+].
(¢) v==2i-j+k w=3i+2j—2k

Calcular v x w para los vectores del ejercicio 5. (Sélo la parte (b) esta resuelta en
la Guia de estudio.)

Hallar el coseno del dngulo entre los vectores en el ejercicio 5. (Sélo la parte (b)
estd resuelta en la Guia de estudio.)

Hallar el drea del paralelogramo generado por los vectores del ejercicio 5. (Sdlo la
parte (b) estd resuelta en la Guia de estudio.)

9. Usar notacién vectorial para describir el tridngulo en el espacio cuyos vértices son
el origen y los extremos de los vectores a y b.

10. Mostrar que los tres vectores a, b y ¢ estin en el mismo plano que pasa por el
origen si y sdlo si existen tres escalares o, # y ¥, no todos iguales a cero, tales que
aa+ b+ ye=0.

t1. Para los nimeros reales a1, az, a3, b1, b2 y b3, mostrar que

(a1b1 + azxby + a363)2 < (af + a% + ag)(bf =+ bg -+ b§)

@ Sean 1, v y w vectores unitarios que son ortogonales entre si. Si a = au+gv+yw,
mostrar que

a=a-u, B=a-v, T=a-'w.
Interpretar geométricamente los resultados.

13. Sean a y b dos vectores en el plano, a = (a1,a2), b = (b1,b2), y sea A un nétmero
real. Mostrar que el irea del paralelogramo determinado por a y b + Aa es la misma
que la del determinado por a y b. Esbozar. Relacionar este resultado con una conocida
propiedad de los determinantes.

14. Hallar el volumen del paralelepipedo determinado por los vértices (0,1,0), (1,1,
1), (0,2,0) y (3,1, 2).

15. Dados vectores distintos de cero ay b en R?, mostrar que el vector v = [|a||b+||bjja
biseca el dngulo entre a y b.



70 LA GEOMETRIA DEL ESPACIO EUCLIDIANO

16. Usar métodos vectoriales para probar que la distancia del punto (z1,¥1) a la recta
az +by = c es
lazy + by: — ¢

Nrow

17. Verificar que la direccién de b x ¢ estd dada por la regla de la mano derecha,
escogiendo dos vectores b y ¢ de entre i, j y k.

{a) Suponer que a-b = a’ « b para todo b. Mostrar que a = a’.
(b) Suponer que a x b = a’ x b para todo b. ;Es cierto que a = a'?

19. (a) Usando métodos vectoriales mostrar que la distancia entre dos rectas no para-
lelas l; y I, esta dada por

_ {ve = vi)(a1 x ag)]
4= T x a0

donde v; y v2 son dos puntos cualesquiera sobre !y y lz, respectivamente, y a1 y az
son las direcciones de I y I;. [IDEA: Considerar el plano que pasa por I y es paralelo
a li. Mostrar que (a1 X az)/||a1 X az|| es una normal unitaria para este plano; ahora,
proyectar vz — vi sobre esta direccién normal.]

(b) Hallar la distancia entre la recta l; determinada por los puntos (—1,-1,1) y
(0,0,0), y la recta l> determinada por los puntos (0, -2,0) y (2,0, 5).

20. Mostrar que dos planos, dados por las ecuaciones Az + By+Cz+ D; =0 y
Az + By + Cz + D, =0, son paralelos, y que la distancia entre ellos es
|D1 — Da|
VAT + BT+ C?

21. (a) Probar que el 4rea del tridngulo en el plano con vértices (z1,¥1), (z2,92) ¥
(z3,ya), es el valor absoluto de

1 1 1 1
5 I z T3
Yi Y2 Y3

(b) Hallar €l drea del tridngulo con vértices (1,2), (0,1) y (—1,1).

22, Convertir los siguientes puntos de coordenadas cartesianas a cilindricas y esféricas.
Localizar:

(a) (0,3,4) (b) (=vZ1,0)

() (0,0,0) (d) (-1,0,1)

(-2v/3,-2,3)

23. Convertir los siguientes puntos de coordenadas cilindricas a cartesianas y esféricas.
Localizar:

(d) (1,7/4,1) (3, 7/6, —4)
(C] (0’ 7"/4‘71) (d) (2,—#/2, 1)

(&) (=2,-7/2,1)
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24. Convertir los siguientes puntos de coordenadas esféricas a cartesianas y cilindricas.
Localizar:

(2) (1,7/2,7) () (2 —n/2,7/6)

(c) (0,7/8,7/35) {d) (2,—-n/2,—mn)

() (-1,x,x/6)

25. Reescribir la ecuacién z = z? — y° usando coordenadas cilindricas y esféricas.

26. Usando coordenadas esféricas, mostrar que

¢ = cos™! (B—k>
[lal|

donde u = zi + yj + zk. Interpretar geométricamente.

27. Verificar las desigualdades de Cauchy-Schwarz y del tridngulo para

x=(3,2,1,00 y y=(1,1,1,2).

-]

29. (a) Mostrar que para dos matrices Ay B,den xn,y x € R",

Multiplicar las matrices

3
A=|2
1

iEs cierto que AB = BA?

oo o
—
= R
(= ]

et
—

(AB)x = A(Bx).

(b) {Qué implica la igualdad de la parte (a) respecto a la relacién entre la compo-
sicién de las asociaciones x — BxX, y — Ay y la multiplicacién de matrices?

/

30. Hallar el volumen del paralelepipedo generado por los vectores

(1,0,1), (1,1,1), 'y  (=3,2,0).

31. Verificar que cualquier asociacién lineal de R™ a R" esti determinada por una
matriz de n X n; esto es, proviene de una matriz de n X n de la manera explicada en la
pag. 62.

32. Hallar una ecuacién para el plano que contiene (3, —1,2) y la recta v = (2, -1,0)+
#(2,3,0).
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@ El trabajo W realizado al mover un objeto de (0,0) a (7,2) sujeto a una fuerza F
es W = F - r donde r es el vector con cabeza en (7,2) y cola en (0,0). Las unidades
son metros y kilos.
(a) Suponer que la fuerza F = 10 cos i + 10 sen 6. Hallar W en términos de 6.
(b) Suponer que la fuerza F tiene magnitud de 6 kg y forma un dngulo de 7 /6 rad
con la horizontal, apuntando a la derecha. Hallar W en metros-kilos.

34. Si una particula con masa m se mueve a una velocidad v, su momento es p = mv.
En un juego de canicas, se tira una canica con masa de 2 gramos (g) con una velocidad
de 2 metros por segundo (m/s), la cual choca con dos canicas con masa de 1g cada una,
y se para. Una de las canicas sale con una velocidad de 3 m/s formando un dngulo de 45°
con la direccién de incidencia de la canica grande, como en la figura 1.R.1. Suponiendo
que el momento total antes y después de la colisién es el mismo (de acuerdo con la ley
de conservacién del momento), ;a qué dngulo y velocidad se movid la segunda canica?

3m/s "
2m/s \IZ 1 T
___.—e’:)i—gj_
/N
2g

1

%

Figura 1.R.1 Momento y canicas.

35. Mostrar que para todo r, y y z,

z+2 ¥ z ¥ z +2 z
z y+1 10}=—(1 2—2z—-2 10—z
5 5 2 5 5 2
Mostrar que
1 ¢ 22
1y y*|#0
1 2z =z
si z, y y z son todos diferentes.
37. Mostrar que
66 628 246 68 627 247
88 435 24| = (86 436 23
2 -1 1 2 -1 1

38. Mostrar que

n n+1 n+42
n+3 n+4 n+5
n+6 n+7 n+8

tiene el mismo valor, sin importar cuanto sea n. ;Cual es ese valor?
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El volumen de un tetraedro con aristas concurrentes a, b y ¢ estd dado por V =
za-(bxc).

(a) Expresar el volumen como un determinante.

(b) Evaluar V cuandoa=i+j+k, b=i—j+k c=1i+].

Usar la siguiente definicion para los problemas 40 y 41: Sean r1,...,r, vectores de
O a las masas m;, ..., m,. FEl centro de masa es el vector

n n
Cc= E mr; / E m;
=1 =1

40. Un tetraedro estd dado en coordenadas zyz con un vértice en (0,0,0) y las tres
aristas concurrentes a (0,0, 0) coinciden con los vectores a, by c.

(a) Trazar una figura y rotular las cabezas de los vectores a, b, c.

(b) Hallar el centro de masa de cada uno de las cuatro caras triangulares del
tetraedro si se coloca una unidad de masa en cada vértice.

41. Mostrar que para cualquier vector r, el centro de masa de un sistema satisface
n n
2 2 2

Zm.-“r -ri|" = Zmilll‘-‘ —¢||* + m|r—cJ}",

i=1 i=1
donde m = Z:;l m; es la masa total del sistema.
En los ejercicios 42 al 47, hallar un vector unitario que tenga la propiedad dada.
42. Paraleloalarectaz=3t+1,y=16t -2, z = —(t +2).
43. Ortogonal al plano z — 6y + z = 12.
Paralelo a los planos 8z +y+z2=1yz—y—2z=0.
45. Ortogonal ai+2j—kyak.
46. Ortogonal alarectaz =2t —1,y=—t—1, z=1t+2, y al vectori—j.
A un 4ngulo de 30° con i y formando dngulos iguales con j y k.

48. Un par de dipolos distan entre si en r. (Los dipolos son idealizaciones de pequeiios
magnetos con un polo norte y un polo sur infinitesimalmente cercanos entre si; la
potencia del dipolo se describe por un vector llamado su momento de dipolo.) La
energia potencial magnética P estd dada por P = —m,; - By (lamado el potencial
de interaccidn dipolo-dipolo), donde el primer dipolo tiene momento mi en el campo
externo B, del segundo dipolo. En unidades MKS,

—my + 3(m2 . l)l

B2 = Ko anr’ )
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donde 1 es un vector unitario, y po es una constante escalar.
(a) Mostrar que

m -mjz; — 3(m2 . l)(ml . l)
4773 )

P=

(b) Hallar P cuando m; y m; son perpendiculares.

49. Una esfera de radio 10 centimetros (cm) con centro en (0,0, 0) rota alrededor del
eje z con velocidad angular 4 en una direccién tal que la rotacién se ve en sentido
contrario al que giran las manecillas del reloj desde el eje z positivo.

(a) Hallar el vector de rotacién w (ver la seccién 1.3, ejercicio 32).

(b) Hallar la velocidad v = w x r cuando r = 5v/2(i — j) est4 en el “ecuador”.
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Yo me alejo con espanto y horror, de la triste maldad de las
funciones que no tienen derivadas.

CHARLES HERMITE, en una carta a Thomas Jan Stieltjes

En este capitulo se amplian los principios del calculo diferencial para funciones
de una variable a funciones de varias variables. Comenzamos en la seccién 2.1
con la geometria de las funciones con valores reales y el estudio de las gréficas
de estas funciones como un auxiliar para visualizarlas. En la seccién 2.2 se dan
algunas definiciones bdsicas que relacionan limites y continuidad. Este tema se
trata superficialmente, pues su desarrollo completo requiere de tiempo y madurez
matematica, por lo cual es mejor dejarlo para un curso mds avanzado.* Afortu-
nadamente para nuestros propodsitos, no es necesario un conocimiento completo
de las sutilezas del concepto de limite; el estudiante que tenga dificultad con esta
seccion debera tenerlo en mente. Sin embargo, afiadimos enseguida, el concepto
de limite ocupa un lugar central en la definicién de derivada, pero no en los
calculos de las derivadas en problemas especificos; como ya sabemos por los cur-
sos de cdlculo de una variable. En las secciones 2.3 y 2.4 se trata la definicién de
derivada y se obtienen algunas reglas basicas del calculo: a saber, cémo diferen-
ciar una suma, producto, cociente o composicién. En la seccién 2.5 estudiamos
derivadas direccionales y planos tangentes, relacionando estas ideas con las de la
seccién 2.1,y en la seccidén 2.6 consideramos algunas propiedades de las derivadas
de orden superior. Finalmente la seccién 2.7 es optativa, y ahi se dan algunas
demostraciones técnicas.

*Ver, por ejemplo, J. Marsden, Elementary Classical Analysis, Freeman, Nueva York, 1974.
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Al generalizar el calculo de una a varias dimensiones, suele ser conveniente
usar el lenguaje del algebra de matrices. En la seccién 1.5 hemos resumido lo
que vamos a necesitar.

2.1 GEOMETRIA DE LAS FUNCIONES CON VALORES REALES

Iniciamos nuestra investigacién de funciones con valores reales desarrollando
métodos para visualizarlas. Introduciremos en particular, los conceptos de grafi-
ca, curva de nivel y superficie de nivel de dichas funciones.

Sea f una funcién cuyo dominio sea un subconjunto A de R™ y cuya imagen
esté contenida en R™. Con esto queremos decir que a cada x = (z1,...,z,) € 4,
f asigna un valor f(x), una m-ada en R™. Dichas funciones f se llaman funciones
con valores vectoriales* si m > 1, y funciones con valores escalares si m = 1. Por
ejemplo, la funcién con valores escalares f(z,y,z) = (2% +y?+22)~3/2 manda al
conjunto A de (z,y,2) # (0,0,0) en R3 (n = 3 en este caso) a R(m = 1). Para
denotar f solemos escribir

fi(z,y,2)— (x2 +4° + 22)'3/2‘

Nétese que en R3 solemos usar la notacién (z,y, z) en lugar de (z,,z,, z3). En
general, la notacién x +— f(x) es itil para indicar el valor al cual se manda
un punto x € R™. Escribimos f: A C R® — R™ para expresar que A es el
dominio de f (en R™) y que la imagen esta contenida en R™. También usamos
la expresién f manda A dentro de R™. Dichas funciones f se llaman funciones
de varias variablessi A C R*®, n > 1.

Como otro ejemplo, tomemos la funcién con valores vectoriales g: R® — R?
definida por la regla

g(x) = g(z1, 22,23, T4, T5,T6) = (T1522324T5 %6, \/1;% +z§),

La primera coordenada del valor de ¢ en x es el producto de las coordenadas
de x.

Las funciones de R™® a R™ no son sélo abstracciones matematicas, sino que
surgen de manera natural en problemas estudiados en todas las ciencias. Por
ejemplo, para especificar la temperatura 7" en una regién A del espacio se requiere
una funcién T: A C R® — R (n = 3, m = 1); asi T(z, y, 2) es la temperatura en el
punto (z, y, z). Para especificar la velocidad de un fluido moviéndose en el espacio

*Algunos matematicos escribirian dicha f en negritas, usando la notacién f(x), pues tiene va-
lores vectoriales. Nosotros no lo hacemos asi por cuestién de gusto. Usamos negritas principal-
mente para asociaciones que sean campos vectoriales, los cuales se introducirdn mas adelante.
El concepto de funcién fue desarrollado durante muchos siglos, amplidndose la definicién para
cubrir mds casos segiin iban apareciendo. Por ejemplo, en 1667 James Gregory definié una
funcién como “una cantidad obtenida a partir de otras cantidades mediante una sucesién de
operaciones algebraicas o mediante cualquier otra operacién imaginable.” En 1775 Euler dio
la siguiente definicién: “Si algunas cantidades dependen de otras de manera que varian cuando
varian las dltimas, entonces se dice que las primeras son funcién de las dltimas.”
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se requiere una asociacién V: R* — R3, donde V(z,y, z,) es el vector velocidad
del fluido en el punto (z,y,z) del espacio en el tiempo ¢ (ver la figura 2.1.1).
Para especificar la tasa de reaccién de una solucién que consta de seis reactores
quimicos A, B, C, D, E y F en proporciones z, y, z, w, # ¥y v, Se requiere
una asociacién o:U C R® — R, donde o(z,y, z,w, u,v) da la tasa cuando los
quimicos estan en las proporciones indicadas. Para especificar el vector cardiaco
(el vector que indica la magnitud y direccion del flujo de la corriente eléctrica en
el corazén) en el tiempo ¢, se requiere una asociacién c¢: R — R3, t — ¢(t).

V(x,y,z,1) = velocidad del fluido

(x,y,2)

fluido en movimiento

Figura 2.1.1 Un fluido en movimiento define un campo vectorial V al especificar la
velocidad de las particulas del fluido en cada punto en espacio y tiempo.

Cuando f:U C R” — R, decimos que f es una funcidn de n variables, con
dominio U y valores reales. La razén por la que decimos “n variables” es sim-

plemente que consideramos las coordenadas de un punto x = (zy,...,2,) € U
como n variables, y f(x) = f(z1,...,2,) depende de estas variables. Decimos
con “valores reales” porque f(zi,...,%,) es un nimero real. Buena parte de

nuestro estudio serd acerca de funciones con valores reales, por lo que les dare-
mos atencion especial.

Para f:U CR — R, (n = 1), la grdfica de f es el subconjunto de R? que
consta de los puntos (z, f(z)) en el plano, para # en U. Este subconjunto se
puede pensar como una curva en R2. Esto se escribe simbélicamente, como

grafica f = {(z, f(z)) € R?|z € U},

donde las llaves significan “el conjunto de todos” y la barra vertical significa
“tal que”. Trazar la grifica de una funcién de una variable es un recurso 1til
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para visualizar el comportamiento real de una funcién. (Ver la figura 2.1.2.) Sera
conveniente generalizar la idea de grafica de una funcién a funciones de varias
variables. Esto conduce a la siguiente definicién:

DEFINICION Sea f:U C R™ — R. Definimos la gréfica de f como el subconjunto
de R™*! que consta de todos los puntos (zy,...,Z,, f(z1,...,%,)) en R**! para
(1,...,%,) en U. En simbolos:

grifica f = {(21,...,%n, f(21,.-.,2a)) € R*|(21,...,20) € U}

Para el caso n = 1, la gréifica es una curva en R?, mientras que para n = 2
es una superficie en R? (ver la figura 2.1.2). Para n = 3 es dificil visualizar la
grafica, pues como vivimos en un mundo tridimensional, nos es dificil imaginar
conjuntos en R*. Para superar este obstaculo, introducimos la idea de conjunto
de nivel.

grafica de f

(2) ®)

Figura 2.1.2 Grificas de (a) una funcién de una variable y (b) una funcién de dos
variables.

Supongamos que f(z,y,z) = 2+ y% + 2%. Un conjunto de nivel es un subcon-
junto de R en donde f es constante; por ejemplo, el conjunto donde z2+4y2 422 =
1 es un conjunto de nivel para f. A éste si lo podemos visualizar: es una esfera de
radio 1 en R3. El comportamiento o estructura de una funcién esta determinada
en parte por la forma de sus conjuntos de nivel; en consecuencia, entender estos
conjuntos nos ayuda a entender la funcién en cuestién. Los conjuntos de nivel
también son utiles para entender funciones de dos variables f(z,y), en cuyo caso
hablaremos de curvas de nivel.
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Figura 2.1.3 Los contornos de nivel de una funcién se definen de la misma manera que
las lineas de contorno en un mapa topografico.

La idea es andloga a la usada para preparar mapas de contornos, donde se
trazan lineas para representar altitudes constantes; caminar a lo largo de dicha
linea significard caminar en una curva de nivel. En el caso de una colina sobre el
plano zy, una grifica de todas las curvas de nivel nos da una buena idea de la
funcién h(z,y), que representa la altura de la colina en los puntos (z,y) (ver
la figura 2.1.3).

DEFINICION Sea f:U C R” — R y sea ¢ € R. Entonces el conjunto de nivel
del valor c se define como aquellos puntos x € U para los cuales f(x) = c. Si
n = 2, hablamos de una curva de nivel (de valor ¢); y si n = 3, hablamos de
una superficie de nivel. En simbolos, el conjunto de nivel de valor ¢ se escribe

{x € Ulf(x)=c} CR™

Nétese que el conjunto de nivel siempre esta en el espacio dominio.

EJEMPLO 1 La funcién constante f:R? — R, (z,y) — 2, esto es, la funcién
f(z,y) = 2, tiene como gréfica el plano horizontal z = 2 en R3. La curva de
nivel del valor ¢ es vacia si ¢ # 2, y es todo el plano zy si ¢ = 2. A

EJEMPLO 2 La funcién f:R? — R, (z,y) — = + y + 2 tiene como grafica el
plano inclinado z = z + y + 2. Este plano insterseca el plano zy (2 = 0) en
la recta y = —x — 2 y el eje z en el punto (0,0, 2). Para cualquier valor ¢ € R, la
curva de nivel del valor c es la recta y = —z +(c— 2); o, en simbolos, el conjunto

Le={(z,9)ly= -z +(c-2)} CR?

Exhibimos unas cuantas curvas de nivel de la funcién en la figura 2.1.4. Se trata,
en realidad, de un mapa de contorno de la funcién f. A
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recta de
interseccién del
plano 2=z 4+ y+2
y el plano zy

Figura2.1.4 Las curvas de nivel de f(z,y) = £+ y+ z 4+ 2 muestran el comportamiento

de esta funcién.

Figura2.1.5 Relacién de las curvas de nivel en la figura 2.1.4, con la grafica de la funcién
flz,y)=xz+y+2 lacualesel plano z =z +y +2.
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A partir de las curvas de nivel rotuladas con el valor o “altura” de la funcién,
se puede inferir la grafica de la funcién elevando mentalmente cada curva de nivel
a la altura apropiada, sin estirarla, inclinarla o deslizarla. Si se contemplara este
procedimiento para todas las curvas de nivel L., esto es, para todos los valores
¢ € R, juntas conformarian toda la gréfica de f, como se indicé en la figura 2.1.5
para el ejemplo 2. Si se visualiza la grafica solo para un nimero finito de curvas
de nivel, como suele ser el caso, se produce una especie de modelo de contorno,
como en la figura 2.1.4. Sin embargo, si f es una funcién suave, su grafica sera
una superficie suave; entonces, al suavizar mentalmente el modelo de contorno
se obtiene una buena idea de la gréfica. -

ESEMPLO 3  Describir la gréfica de la funcién cuadrética f:R? — R, (z,y)
24,2
e+ Y.

SOLUCION  La grafica es el paraboloide de revolucién z = z? + y?, orientado
hacia arriba desde el origen y alrededor del eje z. La curva de nivel del valor
¢ es vacia para ¢ < 0; para ¢ > 0 la curva de nivel de valor ¢ es el conjunto
{(z,9)|z% + ¥®> = ¢}, un circulo de radio /¢ con centro en el origen. Asi, al
elevarlo a la altura ¢ sobre el plano zy, el conjunto de nivel es un circulo de radio
V¢, que indica una forma parabélica (ver las figuras 2.1.6 y 2.1.7). A

Es posible determinar el aspecto de una grafica mediante el método de las
secciones. Una seccién de la grafica de f es la interseccién de la gréafica con un
plano (vertical). Por ejemplo, si P; es el plano zz en R3, definido por y = 0,
entonces la seccién de f en el ejemplo 3 es el conjunto

P Ngréfica f = {(z,y, 2)|ly =0,z = £°},

S

2} 31 4 - x
/)]
x+yt=1
X4yt = 2
Xt 4oy =3
X+ y =4

st

Z
N

Figura 2.1.6 Algunas curvas de nivel para la funcién f(z,y) = 2 442,
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z
16 x2+yt =4
i
|
|
_I_
S B
¢ 9’ x? +y2 =32
i
i
|
P

X
Figura 2.1.7 Las curvas de nivel de la figura 2.1.6 elevadas hasta la grifica.

Figura 2.1.8 Dos secciones de la grafica de f(z,y) = 2% + ¢
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el cual es una parabola en el plano zz. De manera analoga, si P, denota al plano
yz, definido por = 0, entonces la seccién

P, ngrifica f = {(2,9,2)|z =0,z = ¢}

es una pardbola en el plano yz (ver la figura 2.1.8). Usualmente, es iitil calcular
al menos una seccién para complementar la informacién dada por los conjuntos
de nivel.

EJEMPLO 4 La grifica de la funcién cuadrética f: R? —» R, (z,y) — 22 — y? se
llama paraboloide hiperbdlico o silla de montar, con centro en el origen.
Esbozar la grafica.

SOLUCION  Para visualizar esta superficie trazamos primero las curvas de nivel.
Para determinar las curvas de nivel, resolvemos la ecuacién 22 — y? = ¢. Consi-
deremos los valores ¢ = 0, £1, +4. Para ¢ = 0, tenemos y> = z2, o y = +=z, de
manera que este conjunto de nivel esta formado por dos rectas que pasan por
el origen. Para ¢ = 1, la curva de nivel es z? =1,0y=%VzZ—-1, que
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es una hipérbola que cruza verticalmente el eje = en los puntos (£1,0) (ver la
figura 2.1.9). De manera analoga, para ¢ = 4, la curva de nivel esta definida por
y = V2% — 4, la hipérbola cruza verticalmente el eje z en (+2,0). Parac = ~1,
obtenemos la curva z2 — y? = —1, esto es, ¢ = +1/y% — 1, la hipérbola cruza
horizontalmente el eje y en (0, £1). Y para ¢ = —4, se obtiene la hipérbola que
pasa por (0,%2). Se muestran estas curvas en la figura 2.1.9. Como no es facil
visualizar la grifica de f a partir s6lo de estos datos, calcularemos dos secciones,
como lo hicimos en el ejemplo anterior. Para la seccidn en el plano zz, tenemos

Py ngrifica f = {(z,9,2)ly =0,z =2},
que es una parabola abriéndose hacia arriba; y para el plano yz,
P; Ngréfica f = {(z,y,2)|z =0,z = -y},

que es una parabola abriéndose hacia abajo. Ahora se puede visualizar la grafica
elevando las curvas de nivel a la altura apropiada y suavizando la superficie
resultante. Su colocacién se facilita al calcular las secciones parabdlicas. Este
procedimiento genera la silla de montar hiperbélica mostrada en la figura 2.1.10.
Comparar esto con las graficas generadas por computadora en la figura 2.1.11
(ndtese que se ha cambiado la orientacién de los ejes). A

Figura 2.1.10 Algunas curvas de nivel en la grafica de f(z,y) = z° - 2.
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S 7
AL
LI 7]

(b) eje = ) 2

Figura 2.1.11 (a) Gréfica generada por computadora, de z = z° + y°. (b) Esta grifica
con las curvas de nivel elevadas.
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EJEMPLO 5 Describir la grifica de la funcién f:R® — R, (z,y,2) — 22 +
2,2
ye+2z°

SOLUCION  Este es el equivalente tridimensional del ejemplo 3. En este contexto,
los conjuntos de nivel son superficies en el dominio tridimensional R3. La grafica,
en R* no se puede visualizar directamente; sin embargo se pueden calcular de
manera analitica las secciones.

x2+y2+22=12
x2+y2+22:22

Xyt =0
tr Xy =3

x

Figura 2.1.12 Algunas superficies de nivel para f(z,y, z) = 2% + y* + 2%

El conjunto de nivel con valor ¢ es el conjunto
Le={(z,9,2)|z> +9° + 2 = ¢},

el cual es una esfera con centro en el origen y radio 1/c para ¢ > 0, es un solo punto
en el origen para ¢ = 0, y es vacio para ¢ < 0. En la figura 2.1.12 se muestran los
conjuntos de nivel para ¢ = 0, 1,4 y 9. Se obtiene mayor informacién acerca de la
grafica al calcular una seccién. Por ejemplo, si escribimos S,=¢ = {(z,y, z,t)]z =
0}, entonces podemos ver la seccién

S.—o0 Ngréfica f = {(z,y, z, t)|t = 2 +y°,z = 0}.

Como aqui z se mantiene fija en z = 0, podemos visualizar esta seccién de la
grafica como una superficie en R3, en las variables z, y y ¢ (figura 2.1.13). La
superficie es un paraboloide de revolucidn. A
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e — e ——

Figura 2.1.13 La seccién z = 0 de la gréfica de f(z,y, z) = z° + y* + 2°.

EJEMPLO 6 Describir la grafica de la funcién f: R3 — R definida por f(z,y, z)
= z? + y? — 22, que es el simil tridimensional del ejemplo 4, y también se conoce
como silla de montar.

SOLUCION  Las superficies de nivel estan definidas por
Le={(z,9,2)|s> +v* — 2* =¢}.

Para ¢ = 0, se trata del cono z = +1/2% + y2 con centro en el eje z. Para ¢ nega-
tiva, digamos ¢ = —a?, obtenemos z = £1/z? + y* + a2, que es un hiperboloide
de dos hojas alrededor del eje z, que atraviesa el eje z en los puntos (0,0, +a).
Para c positivo, digamos ¢ = b?, la superficie de nivel es el hiperboloide de re-
volucién de una hoja alrededor del eje z definido por z = /22 + y2 — b2, el
cual interseca el plano zy en el circulo de radio |b|. Estas superficies de nivel se
esbozan en la figura 2.1.14. Se puede obtener otra vista de la grafica a partir de
una seccién. Por ejemplo, el subespacio Sy=0 = {(z,y, z,%)|y = 0} interseca la
gréfica en la seccién

Sy=o0 Ngrafica f = {(x,y,2 t)|y =0,t = 2* — 2%},
esto es, el conjunto de puntos de la forma (z,0,z,2% — 2?), que puede consi-

derarse, como en el ejemplo anterior, una superficie en el espacio zzt (ver la
figura 2.1.15). A
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Figura 2.1.14 Algunas super-
ficies de nivel de la funcién
f(zryvz)'-: 132 +y2 _22'

Figura 2.1.15 La seccién y = 0 de la grifica de f(z,y,2) = z° + 3 — 22,
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Hemos visto cdmo se pueden usar los métodos de secciones y conjuntos de
nivel para entender el comportamiento de una funcién y su grafica; estas técnicas
pueden ser de bastante utilidad para personas que deseen visualizar ampliamente
datos complicados.

Existen muchos programas de computadora que pueden trazar una funcién
dada. Para funciones de una variable, se trata sélo de calcular ciertos valores de
la funcién y localizar los puntos. Para funciones de dos variables se usa el método
de las secciones. Por ejemplo, para trazar f(z,y), la computadora selecciona sec-
ciones paralelas a los ejes, asignando valores, digamos a y y trazando la grifica
correspondiente, después cambiando y y repitiendo el proceso. Asi se puede ba-
rrer una buena parte de la grafica. Se dan algunos ejemplos en las figuras 2.1.16
y 2.1.17.

y
c=0.1 c= 01
c= 0S5
c =1 c= 05
c=2 c=1

c= 2
!
_< R

(@) y=1/(1+ce/*) parac=0.1,05,1,y 2.

Figura 2.1.16 Algunas grificas generadas por computadora.
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Figura 2.1.17 Gréfica generada por computadora, de z = (2% 4 3y?) exp(l — z? — y?),
representada de cuatro maneras: (a). por secciones, (b) por curvas de nivel sobre la
grifica, (c) por curvas de nivel en el plano zy visto en perspectiva, y (d) por curvas
de nivel en el plano zy visto desde arriba. :
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X <— (A

d
Figura 2.1.17 (Continia)

EJERCICIOS

1. Esbozar curvas de nivel y grafica de las siguientes funciones:
fRR-R, (z,9)—z—y+2 (b) f:R? = R,(z,y) — 2% + 49*
(c) f:R® =R, (z,9) — —1y

2. Describir el comportamiento, conforme varia ¢, de la curva de nivel f(z,y) = ¢
para cada una de estas funciones:

@) flz,y)=2"+y"+1 fay)=1-2"-¢* (o) f(z,y)=12"-2

E} Para las funciones en los ejemplos 2, 3 y 4, calcular la seccién de la grifica definida
por el plano

So = {(z,,9)ly = z tan 6}
para una constante dada 4. Hacer esto expresando z como funcién de r, donde z =
rcosf, y = rsen . Determinar cudles de estas funciones f tienen la propiedad de que
la forma de Sg Ngrafica de f sea independiente de 4. (La solucién sélo al ejemplo 3 estd
en la Guia de estudio de este libro.)

En los ejercicios 4 al 10, trazar las curvas de nivel (en el plano ry) para las funciones
dadas f y valores especificados de c. Esbozar la grifica de z = f(z,y).

4. f(z,y)=4-3z+2y,¢=0,1,2,3,-1,-2,-3

[5] f(z,9) = (100 —2* —4%)'/2, c = 0,2,4,6,8,10
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6. f(z,y):(x2+y2)l/2,c=0,1,2,3,4,5
7. f(z,9) =2 +9%, ¢=0,1,2,3,4,5

8. f(z,y)=3z—-7Ty,¢=0,1,2,3,-1,-2,-3
9. f(z,y) =2+ 1y, ¢=0,1,2,3,-1,-2,-3

flz,y) =1/y, c=0,1,2,3,-1,-2,-3

En los ejercicios 11 al 13, esbozar o describir las superficies de nivel y una seccién de
la grdfica de cada funcién.

1. 1R - R (z,9,2) — —z® —y* — 22
@ f:R® = R, (5,9, 2) — 42 + ¢* + 94°
13. f:R® =R, (z,9,2) — 2% +¢°

En los ejercicios 14 al 18, describir la grafica de cada funcion calculando algunos con-
Jjuntos de nivel y secciones.

14, f:quR,(x,y,z)»——»zy 15. f:Rs—éR,(x,y,z)'—»xy+yz
16. f:R® = R, (z,9,2) — 2y + 2° R =R, (z,9) ~ |yl

18. f:R?> — R, (z,y) — max(|z|,|y|)

Esbozar o describir las superficies en R® de las ecuaciones presentadas en los ejercicios
19 al 31.

o

19. 4z° + 4> =16 20. £ +22=4
21. z2=y2+4 @z2+y2——2z=0
2 2 2 2 2
z Yy Z Y z T
23, — =>4 — g, — + = il
1= 4ty gty Tty
@z=x2 26. y2+z2=i
2 2
y z 2 2 2
27, z="— — — 28. =
Z 2 9 Y i+ 2z
2 2 2
412—3y2+2z2=0 30. %+?11—2+%=1
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31. 22 +y* 4+ 2> + 4z — by + 92— b = 0, donde b es una constante

32. Usando coordenadas polares, describir las curvas de nivel de la funcién

fiR? S R,(s,y) — { x’szyy'l si (z,9) #(0,0)
0

si (z,y) =(0,0)

33. Sea f:R?*\{0} — R dada en coordenadas polares por f(r,8) = (cos28)/+2. Esbo-
zar algunas curvas de nivel respecto a los ejes zy. (R*\{0} = {x € R?|x # 0}.)

34. En la figura 2.1.17(d), la “curva” de nivel z = 3 aparece formada por dos puntos.
Probar esto algebraicamente.

2.2 LIMITES Y CONTINUIDAD

En esta seccién se desarrolla la terminologia que nos ayudara a estudiar dife-
renciacion de funciones de varias variables en la seccién 2.3. Este material esta
centrado en los conceptos de conjunto abierto, limite y continuidad; los con-
juntos abiertos son necesarios para entender limites, y, a su vez, los limites son
necesarios para entender continuidad y diferenciabilidad.

Como sucede en calculo elemental, no es necesario dominar completamente el
concepto de limite para poder trabajar con problemas de diferenciacién. Por esta
razon los profesores pueden tratar el siguiente material con distintos grados de
rigor. Los estudiantes deberdn consultar a sus maestros acerca de la profundidad
requerida.

Comenzamos la formulacién del concepto de conjunto abierto mediante la
definicién de disco abierto. Sea xp € R” y sea r un numero real positivo. El
disco abierto (o bola abierta) de radio r y centro xg se define como el conjunto
de todos los puntos x tales que ||x — xg|| < 7. Este conjunto se denota por
D, (xg), y es el conjunto de puntos x en R™ cuya distancia (ver la seccién 1.5) a
Xo es menor que 7. Notese que incluimos sélo aquellas x para las cuales se cumple
la desigualdad estricta. El disco D,(xo) se ilustra en la figura 2.2.1 para n =1,
2y 3.Enelcason =1y zo € R, el disco abierto D,(zo) es el intervalo abierto
(zo — r,zo + ), que consta de los niimeros = € R que estan estrictamente entre
zo—ry 2o+ Enel cason =2, xg € R?, D,(x0) es el “interior” del disco de
radio r con centro en Xg. En el caso n = 3, xo € R3, D,(xo) es el “interior” de la
bola de radio » con centro en xg.

DEFINICION Sea U C R" (esto es, sea U un subconjunto de R"). Decimos que
U es un conjunto abierto cuando para cualquier punto xq en U existe algin
r > 0 tal que D,(x¢) estd contenido en U; en simbolos, D,(x¢) C U (ver la
figura 2.2.2).
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D.(x0)
O =B O——p X
Xo — F Xq X+ 1
n=1

D.(x)

(b) ‘ ©
Figura 2.2.1 Apariencia de los discos D,(xo) en (a) 1, (b) 2, y (¢} 3 dimensiones.

Nétese que el ntmero r > 0 depende del punto xg, en general r disminuira
conforme Xxg se acerca al “borde” de U. Hablando intuitivamente, un conjunto U
es abierto cuando los puntos “frontera” de U no pertenecen a U. En la figura 2.2.2,
la linea punteada no estd incluida en U, y en la figura 2.2.1(c), la frontera de la
esfera no esta incluida.

Figura 2.2.2 Un conjunto abierto U es aquel que incluye completamente algin disco
Dy (x0) alrededor de cada. uno de sus puntos xo.
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Ademas establecemos la convencién de que el conjunto vacio @ (el conjunto
que no tiene elementos) es abierto.

Hemos definido un disco abierto y un conjunto abierto. Segiin hemos esco-
gido los términos, parece que un disco abierto también deberd ser un conjunto
abierto. Un momento de reflexién nos hara ver que este hecho requiere una breve
demostracién.

TEOREMA 1 Para cadaxo € R” y r > 0, D,(x¢) es un conjunto abierto.

DEMOSTRACION Sea x € D,(xo), esto es, sea |}x — xof| < r. De acuerdo con la
definicién de conjunto abierto, debemos hallar un s > 0 tal que D,(x) C D,(xo).
Si nos referimos a la figura 2.2.3, vemos que s = r — ||x — X¢|| es una seleccién
razonable; nétese que s > 0, pero que s se hace mas chico si x estd cerca del

borde de D, (xo).

d=|x— x|

]
1

s =7 — [|Xx — X

Figura 2.2.3 Geometria de la demostracién de que un disco abierto es un conjunto
abierto.

Para probar que D,(x) C D,(xp), sea y € D,(x); esto es, sea ||y — x|| < s.
Queremos probar que también y € D,(xg). Probar esto en vista de la definicién
de un r-disco, equivale a demostrar que ||y — xo|| < r. Esto se hace mediante
la desigualdad del tridangulo para vectores en R™ (ver el corolario al teorema 3,
seccién 1.5):

lly = %ol = Iy = %) + (x = x0)]|
S lly = x|+ [lx = xo]| < s+ [}x = %o} = 7.
De aqui que |ly —xolfj<r». W

El ejemplo siguiente ilustra algunas técnicas ttiles para verificar que un con-
Junto es abierto.

EJEMPLO 1 Probar que A = {(z,y) € R*|z > 0} es un conjunto abierto.

SOLUCION  Se muestra el conjunto en la figura 2.2.4. Intuitivamente, el conjunto
es abierto pues ninguno de los puntos “frontera” & = 0, estd contenido en el
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Figura 2.2.4 Problema: mostrar que A es un conjunto abierto.

conjunto. Este argumento sera suficiente cuando nos hayamos acostumbrado a
las ideas. Sin embargo, al principio debemos dar todos los detalles. Para probar
que A es abierto, mostramos que para todo punto (z,y) € A existe un r > 0
tal que D,(z,y) C A. Si (z,y) € A, entonces z > 0. Escoger r = z. Si (z1,41) €
D, (z,y), tenemos
1=zl =/t =2 < V@ ~ 2P+ — 9 <r =1,

yasi, 2y —z < ¢y £ — z; < z. La desigualdad anterior implica que z; > 0,
esto es, (z1,y1) € A. Entonces D,(z,y) C A, y por lo tanto A es abierto (ver la
figura 2.2.5). A

Figura 2.2.5 Construccién de un disco alrededor de un punto en A, que esta completa-
mente contenido en A.
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Es 1til tener un nombre especial para un conjunto abierto que contenga un
punto dado x, ya que esta idea se presenta frecuentemente al estudiar limites
y continuidad. Asi, designaremos como una vecindad de x € R"* a un conjunto
abierto U que contiene al punto x. Por ejemplo, D,(xo) es una vecindad de xq
para cualquier r > 0. El conjunto A en el ejemplo 1 es una vecindad del punto
Xq = (3, —10)

Introduzcamos formalmente el concepto de punto frontera aludido en el ejem-
plo 1.

DEFINICION Sea A C R™. Un punto x € R" es punto frontera de A si toda
vecindad de x contiene al menos un punto en A y al menos un punto fuera de A.

En esta definicién, x puede estar o no en A; si x € A, entonces x es un punto
frontera si toda vecindad de x contiene al menos un punto que no esté en A (ya
contiene un punto en A, a saber, x). De manera andloga, si x no estd en A, es
un punto frontera si toda vecindad de x contiene al menos un punto de A.

Estaremos particularmente interesados en puntos frontera de conjuntos abier-
tos. Por la definicién de conjunto abierto, ningin punto de un conjunto abierto
A puede ser un punto frontera de A. Asi, un punto x es un punto frontera de
un conjunto abierto A si y sélo si x no esta en A y toda vecindad de x tiene
Interseccién no vacia con A.

Esto expresa en términos precisos la idea intuitiva de que un punto frontera
de A es un punto justo en el “borde” de A. En la mayoria de los ejemplos resulta
muy claro cuales son los puntos frontera.

EJEMPLO 2 (a) Sea A = (a,b) en R. Entonces los puntos frontera de A son
los puntos a y b. Un examen de la figura 2.2.6 y de la definicidn, lo aclaran. (Se
pedira al lector probar esto en el ejercicio 2(c).)

f puntos frontera
& \wa
b

a

Figura 2.2.6 Los puntos frontera del intervalo {a, b).

(b) Sea A = D, (&g, yo) un r-disco alrededor de (zq, yo) en el plano. La fron-
tera estd formada por los puntos (z,y) con (z — 20)? + (y — wo)? = r? (figura
2.2.7).

(c) Sea A = {(z,y) € R%|z > 0}. Entonces la frontera de A esta formada
por todos los puntos sobre el eje y (ver la figura 2.2.8).

(d) Sea A el conjunto D,(xg) menos el punto zo (un disco “agujereado”
alrededof‘ de xp). Entonces xq es un punto frontera de A. A
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B
—P

frontera

P

ff o

A R
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Figura 2.2.7 La frontera de A estd formada por los puntos en el borde de A.

Figura2.2.8 La frontera de A esti formada por todos los puntos del eje y.

Ahora nos ocuparemos del concepto de limite. Durante toda la exposicién
siguiente, el dominio de definicién de la funcién f serd un conjunto abierto A.
Estamos interesados en hallar el limite de f cuando x € A tienda a un punto de
A o a un punto frontera de A.

El lector debera comprender el hecho de que el concepto de limite es una herra-
mienta basica y util para el analisis de funciones; nos permite estudiar derivadas
y por lo tanto, mdximos y minimos, asintotas, integrales impropias y otras ca-
racteristicas importantes de las funciones; también es 1til para series infinitas y
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sucesiones. Presentaremos una teoria de limites de funciones de varias variables
que abarque, como caso particular, a la teoria de funciones de una variable.
El estudiante probablemente ya aprendid, del cdlculo de una variable, una
definicién de laipmi;,e f(z) =1 para una funcién f: A C R — R de un subconjunto
—Zo

A de numeros reales a los nimeros reales. Intuitivamente, esto significa que
conforme z se acerca mas y mas a g, los valores f(z) se acercan mas y més a l.
Para colocar esta idea intuitiva sobre una base firme, precisa y manejable desde el
punto de vista matematico, por lo general se introduce el “método de épsilon (&)
y delta (8)” o el “método de las vecindades”. Lo mismo sucede con las funciones
de varias variables. A continuacién desarrollaremos el enfoque de las vecindades
para el concepto de limite. El enfoque épsilon-delta se deja como material de
estudio opcional al final de esta seccidn.

DEFINICION DE LIMITE Sea f: A C R" — R™, donde A es un conjunto abierto.
Sea xg un punto en A o en la frontera de A, y sea V una vecindad de b € R™.
Decimos que f esta finalmente* en V conforme x tiende a xg si existe una
vecindad U de xq tal que x # xp, x € U y x € A implica f(x) € V. (En la
figura 2.2.9 se ilustra el significado geométrico de esta afirmacién; nétese que xp
no necesariamente debe estar en el conjunto A, de modo que no necesariamente
esta definida f(xo).) Decimos que f(x) tiende a b cuando x tiende a xg, 0, en
simbolos,

limite f(x) =b o f(x)—b cuando X — Xo,

xX—Xxg
cuando, dada cualquier vecindad V de b, f esta finalmente en V conforme x
tiende a xg (esto es, “f(x) esta cerca de b si x estd cerca de x¢”). Puede ser que
cuando x tienda a xg los valores de f(x) no se acerquen a un nimero particular.
En este caso decimos que limi)%e f(x) no existe.

~—+Xg

De ahora en adelante, cuando consideremos el concepto de limite f(x), supon-
X—Xg

dremos que X pertenece a cierto conjunto abierto donde esta definida f, o bien
estd en la frontera de dicho conjunto.

Una de las razones por las que insistimos en la definicién de limite, en que x #
Xg, sera clara si recordamos, del calculo de una variable, que nuestra intencién
es definir la derivada f'(z¢) de una funcién f en un punto z, mediante

fI(Zo) = h’mite _______f(:t) — f(l'o)’

r — To

y esta expresion no esta definida en x = zg.

*Usamos “finalmente” como traduccién de “eventually”. El significado en castellano de la
traduccién literal “eventualmente” es: incierta o casualmente (cf. Diccionario de la Lengua
Espaiiola. Madrid: Real Academia Espaiiola, 1984); mientras que el significado en inglés de
“eventually” (y, por supuesto, con el sentido que se usa en la definicién) es: como resultado
final (cf. The International Webster Dictionary of the English Language. Nueva York: Tabor
House, 1973). [N. del T.]
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(>, f(x))
b / S

(®

Figura 2.2.9 Limites en términos de vecindades; si x estd en U, entonces f(X) estard en
V. (Los pequeiios circulos huecos denotan el hecho de que (a, f(a)) y (o, f(zo)) no
estdn en la grafica.)

(a) f:A=(a,z0) = R. (b) f: A= {(z,9)|2° +4* <1} — R. (La linea punteada no
estd en la grafica de f.)
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EJEMPLO 3 (a) Este ejemplo ilustra un limite que no existe. Considerar la
funcién f:R — R definida por

1 si 2>0
f(z)'——{—-l si £<0
No existe el limige f(z) pues hay puntos z; arbitrariamente cerca de 0 con
r—
f(z1) = 1, y también hay puntos z, arbitrariamente cerca de 0 con f(z2) = —1;
esto es, no hay un solo nimero cerca del cual esté f cuando z esté cerca de 0

(ver la figura 2.2.10). Si se restringe f al dominio (0,1) o (—1,0), entonces el
limite existe. ;Pueden ver por qué?

Lf(xl) =1

T

X

|
|
|
é

1 e X
HEERS
I
|
4
fx) = —1

Figura 2.2.10 No existe el limite de esta funcién cuando z — 0.

(b) Con este ejemplo se ilustra una funcién cuyo limite existe, pero cuyo
valor limite no es igual a su valor en el punto donde se toma el limite. Definir
f:R — R mediante

o= {0 4 220

si =0
Es cierto que limi%e f(x) = 0, pues para cualquier vecindad U de 0, z € U y
r—

z # 0 implica que f(z) = 0. Si no hubiésemos insistido en que = # z, entonces

Figura 2.2.11 El limite de esta funcién cuando z — 0 es cero.
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el limite (suponiendo que usamos la definicién anterior de limite sin la condicién
X # Xo) no existiria. Asi, estamos realmente interesados en el valor al que se
acerca f cuando ¢ — 0 (o, en general, cuando x — xp). En la gréfica de la
figura 2.2.11 vemos que f tiende a 0 cuando £ — 0; no nos importa si f toma
otro valor en 0, o no esta definida ahi. A

EJEMPLO 4 Usar la definicion para verificar que se cumple el “Iimite obvio”
limite x = xp, donde x y xp € R".

X—Xo

SOLUCION  Sea f la funcién definida por f(x) = x, y sea V cualquier vecindad
de xg. Debemos mostrar que f(x) esta finalmente en V cuando x — x¢. Asi, por
la definicion, debemos hallar una vecindad U de x¢ con la propiedad de que si
X # Xo y x € U, entonces f(x) € V. Escoger U = V. Si x € U, entonces x € V,

como x = f(x), se sigue que f(x) € V. Asi, hemos mostrado que limite x = x,.
X—Xo

De manera analoga tenemos

limite x = X, etc. A
(x,¥)—(%0,Y0)

A partir de ahora el estudiante puede dar por validos, sin demostracion, los
limites que aprendid en calculo de una variable. Por ejemplo, se puede usar
limitie Ve=+y/1=1y li})nige senf =sen( = 0.

r— —_

EJEMPLO 5 (En este ejemplo se muestra otro caso, en el cual no es posible
simplemente “omitir” el limite.) Hallar limitle g(z) donde
T —

grix —/x + 1

i
i
i
— e e e X R B T
1 1

(@) (b)

Figura 2.2.12 Estas graficas son iguales, excepto que en la parte (a) g no estd definida
en £ = 1, mientras que en la parte (b) g* esta definida para todo z > 0.
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SOLUCION  La grifica de esta funcién esta en la figura 2.2.12. Vemos que g(1)
no esta definido, pues la divisién entre cero no estd definida. Sin embargo, si
multiplicamos el numerador y el denominador de g(z) por 1/z + 1, hallamos que
para todo z en el dominio de g, tenemos

oe) = Ty =VEHL a#L

La expresion ¢g*(z) = +/z + 1 esta definida y toma el valor 2 en z = 1; por el
célculo en una variable, g*(x) — 2 cuando z — 1. Pero como g*(z) = g(z) para
todo z > 0, z # 1, debemos tener también que g(z) — 2 cuando z — 1. A

Para hablar con propiedad acerca de el limite, debemos mostrar que f puede
tener a lo mds un limite cuando x — Xg. Esto resulta intuitivamente claro y
ahora lo enunciamos formalmente. (Ver la seccién 2.7 para la demostracidn.)

TEOREMA 2: UNICIDAD DE LOS LIMITES
Si limite f(x) = by y limite f(x) = by, entonces by = by.
X—Xo

X—Xg

Para realizar célculos practicos con limites necesitamos algunas reglas, por
ejemplo, que el limite de una suma es la suma de los limites. Estas reglas se
resumen en el siguiente teorema (ver la seccién 2.7 para la demostracidon).

TEOREMA 3 Sean f: ACR” - R™,g: ACR"” - R™, x( un elemento de A o
un punto frontera de A, b € R™ y ¢ € R; entonces

(1) Silimite f(x) = b, entonces limite cf(x) = cb, donde cf: A — R™ esta
deﬁnida’;;)’;ox — c(f(x)). e

(1) Si l;rgli;oe f(x) =by yliIBEEDe 9(x) = by, entonces ligiés (f+9)(x) = b;+b,,
donde (f +g): A — R™ esta definida por x — f(x) + g(x).

(i) Sim =1, l;nll’sf f(x)=by y 1;131’%? g(x) = by, entonces 1:‘131’1‘;3 (fo)(x) =
b1by, donde (fg): A — R estd definida por x — f(x)g(x).

(iv) Sim =1, limite f(x) = b # 0 y f(x) # 0 para todo x € A, entonces
l;rgl’f;e 1/f(x) = 171)—,":10011(16 1/f: A — R esta definida por x — 1/ f(x).

(v) Sif(x)=(fi(x),...,fm(x)) donde fi:A —> R, i=1,..., m, son las fun-

ciones componentes de f, entonces limite f(x) = b = (by,...,b,,) si y sélo si
X—Xg

limite f;(x) = b; paracadai=1,..., m.

X—Xo

Estos resultados son intuitivamente claros. Por ejemplo, la regla (ii) no dice
mas que si f(x) esta cerca de by y g(x) esta cerca de by cuando x esta cerca
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de xg, entonces f(x) + g(x) estd cerca de by + by cuando x esta cerca de x¢. El
siguiente ejemplo ilustrara la situacion.

EJEMPLO 6 Sea f:R? >R, (z,y) — 22 +y? +2. Calcular( lir)nit(g 1)f(:r:,y).
z,y)—Y,

SOLUCION  Aqui f es la suma de las tres funciones (z,y) — 2%, (z,y) — ¥?,
y (z,y) — 2. El limite de una suma es la suma de los limites, y el limite de un
producto es el producto de los limites (teorema 3). Por lo tanto, usando el hecho

de que  limite & = z; (ejemplo 4), obtenemos
(=,y)—~(z0,y0)

limite z° limite =z limite =z ) = g2
(2,y)~(z0,90) (z,9)—(z0,30) (=,9)—(20,30)

y, usando el mismo razonamiento, limite y? = y2. En consecuencia,
{(z,y)—(z0,y0)

il

limite f(z,y) =0°+1°+2=3. A
(z,9)~(z0,%0)

En el curso de cilculo de una variable aprendimos que el concepto de funcién
continua estd basado en la idea intuitiva de una funcién cuya grafica es una
curva sin romper, esto es, una curva sin saltos, o el tipo de curva que trazaria
una particula en movimiento o al mover la punta de un ldpiz sin separarla del
papel.

Para efectuar un andlisis detallado de las funciones, necesitamos conceptos mas
precisos que estas vagas ideas. Aclaremos mediante un ejemplo. Consideremos
la funcién f:R — R definida por f(z) = —1siz <0y f(z) =1siz > 0. La
grafica de f se muestra en la figura 2.2.13. (El pequefio circulo hueco significa
que el punto (0,1) no esta en la grafica de f.) Claramente, la grifica de f esta
rota en £ = 0. Considerar ahora la funcién g: z — 22. Se muestra esta funcién

Figura 2.2.13 Esta funcién no es continua, pues su valor brinca stibitamente cuando z
pasa por 0.
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e X

Figura 2.2.14 Esta funcién es continua.

en la figura 2.2.14. La grafica de g no esta rota en ninglin punto. Si se examinan
ejemplos de funciones como f, cuyas graficas estén rotas en algin punto zg, y
funciones como g, cuyas graficas no estén rotas, se ve que la diferencia principal
entre ellas es que para una funcién como g, los valores de g(z) se acercan mas
y més a g(zo) conforme z se acerca mas y mas a zo. La misma idea sirve para
funciones de varias variables. Pero la idea de mas y mds cerca no basta como
definicién matematica; asi, formularemos estos conceptos de manera precisa en
términos de limites.

DEFINICION Sea f: A C R" — R™ una funcién dada con dominio A. Sea xq € A.
Decimos que f es continua en xq si y sélo si

limite f(x) = f(xo).

Si decimos simplemente que f es continua, queremos decir que f es continua
en cada punto xg de A.

Como la condicién lirgiﬁe F(x) = f(xo) significa que f(x) esta cerca de f(xo)
cuando x esta cerca de xo,0 vemos que nuestra definicién corresponde, en efecto,
al requerimiento de que la grafica de f no esté rota (ver la figura 2.2.15, donde se
ilustra el caso f: R — R). El caso de varias variables es mas ficil de visualizar si
trabajamos con funciones con valores reales, digamos f: R? — R. En este caso
podemos visualizar f trazando su gréfica, formada por todos los puntos (z,y, z)
en R? con z = f(x,y). La continuidad de f significa entonces que su grifica no
tiene “brincos” (ver la figura 2.2.16).
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Figura2.2.15 (a) Funcién discontinua para la cual no existe limite , .z, f(z); (b) funcién
continua para la cual existe el limite y es igual a f(zo).

EJEMPLO 7 Cualquier polinomio p(z) = ag + a1z + - - - + a,2™ es continuo de
R a R. En efecto, por el teorema 3 y el ejemplo 4,

limite (ao + @17 + -+ + anz”) = limite a¢ + Yimite a1z + - - - + limite a,z"

r—xg T—-Tp T—zg Z—Tq

n
=ao+a1%0 + -+ +anZo,

x
conjunto de discontinuidades de f

(@

()

Figura 2.2.16 (a) Funcién discontinua de dos variables. (b) Funcién continua.
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pues
limite z" = (h'mite z) e (h’mite 1:) = z;. A

ZT—=Tq T—xq r—~Zg

EJEMPLO 8 Sea f:R? — R, f(z,y) = zy. Entonces f es continua, pues, por
los teoremas de limites y el ejemplo 4,

limite zy= limite =z limite y |} = zoyo- A
(z,4)—(z0,%0) (z,9)—(z0,y0) (z,y)—~(z0,y0)
Se puede ver, por el mismo método, que cualquier polinomio p(z,y) en z y y es
continuo.

EJEMPLO 9 La funcién f: R? — R definida por

_f1 st <0 o y<oO
f(z,9) = 0 de no ser asi

no es continua en (0,0) o en cualquier punto sobre el eje z positivo o el eje y
positivo. En efecto, si (g, %) = u es uno de dichos puntos y § > 0, hay puntos
(z,y) € Ds(u), vecindad de u, con f(z,y) = 1 y otros puntos (z,y) € Ds(u)
con f(z,y) = 0. Asi, no es cierto que f(z,y) — f(zo,y) = 1 cuando (z,y) —

(xO)yO)- A

Para probar que ciertas funciones especificas son continuas, podemos apoyar-
nos en los teoremas de limites (ver el teorema 3 y el ejemplo 7). Si transcribimos
esos resultados en términos de continuidad, llegaremos a lo siguiente:

TEOREMA 4 Sean f: ACR"” - R™, g:ACR"” — R™, y ¢ un numero real.
(1) Si f es continua en xq también lo es cf, donde (¢f)(x) = c[f(x)].

(1) Si f y g son continuas en Xo, también lo es f + g, donde (f + g)(x) =
f(x) +g(x).

(iii) Si f y g son continuas en Xg y m = 1, entonces la funcién producto fg
definida por (fg)(x) = f(x)g(x) es continua en xq.

(iv) Si f:ACR" — R es continua en Xg y no se anula en A, entonces el
cociente 1/ f es continuo en xo, donde (1/f)(x) = 1/f(x).*

(v) Sif:ACR® —>R™y f(x) = (fi(x),..., fm(x)), entonces f es continua en
Xg st y s6lo si cada una de las funciones con valores reales fi,..., f, es continua
en Xg-

*Otra manera de enunciar la regla (iv) es: Si f(xo) # 0 y f es continua, entonces f(x) # 0 en
una vecindad de xo de modo que 1/ f estd definida en esa vecindad, y 1/ f es continua en x,.
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EJEMPLO 10 Sea f:R? — R2, (z,y) — (2%, (y + 23)/(1 + 2%)). Mostrar que
f es continua.

SOLUCION  Para verlo es suficiente, por la propiedad (v) anterior, mostrar que
cada componente es continua. Entonces, mostramos primero que (z,y) — z2y
es continua. Ahora bien, (z,y) — z es continua (ver el ejemplo 4), y de ahi,
por (iii), (z,y) +— z? es continua. Como (z,y) — y es continua, por (iii), la
corrrespondencia (z, y) — 2%y es continua. Como 1 + z? es continua y diferente
de cero, por la propiedad (iv) sabemos que 1/(1+z?) es continua; por lo tanto (y+
£3)/(1+4x2) es un producto de funciones continuas, y por (iii) es continua. A

A continuacién estudiaremos la composicidn, otra operacién bésica que puede
efectuarse con funciones. Si ¢ manda A a By f manda B a C, la composicién
de g con f, 0 de f en g, denotada por fog manda A a C mediante x — f(g(x))
(ver la figura 2.2.17). Por ejemplo, sen(z?) es la composicién de z — z? con

Y+ seny.

Figura 2.2.17 Composicién de f en g.

TEOREMA 5 Sean g:ACR" — R™ y f: BC R™ — RP?. Suponer que g(A) C
B, de manera que f o g estd definida en A. Si g es continnaenxg € Ay f es
continua en yo = g(xo), entonces f o g es continua en Xp.

La idea intuitiva es ficil; la demostracién formal que aparece en la seccién
2.7 sigue un patrdn similar. Intuitivamente, debemos mostrar que conforme x se
acerca a Xo, f(g(x)) se acerca a f(g(xg)). Pero conforme x se acerca a xg, g(x)
se acerca a g(xg) (por la continuidad de g en xg); y conforme g(x) se acerca a
g(x0), f(g(x)) se acerca a f(g(xo)) (por la continuidad de f en g(xo)).

EJEMPLO 11 Sea f(z,y,2) = (z%+y?+22)3%+sen 23. Mostrar que f es continua.

SOLUCION  Aqui podemos escribir f como suma de las dos funciones (22 + y? +
2?)3% y sen 23, de modo que basta mostrar que cada una es continua. La primera



2.2 LIMITES Y CONTINUIDAD m

es la composicién de (z,y,2) — (22 + y? + 22) con u — u3°, y la segunda es la
composicién de (z,y,z) — 23 con u — senu, y tenemos la continuidad por el
teorema 5. A

Suplemento de la Seccién 2.2: LIMITES EN TERMINOS DE EPSILON Y DELTA

Ahora enunciamos un til teorema que formula el concepto de limite en términos de
épsilons y deltas y que con frecuencia se considera la definicién de limite. Es otra manera
de precisar el enunciado intuitivo de que “f(x) se acerca a b cuando x se acerca a xo”.
El lector comprendera mejor esta exposicion si la considera a la luz de los ejemplos ya
presentados.

TEOREMA 6 Sea f: ACR"™ — R™ y sea Xo un elemento de A o un punto frontera
de A. Entonces limite f(x) = b si y sélo si para todo niimero € > 0 existe un § > 0 tal
X=+Xq

que para cualquier x € A que satisfaga 0 < ||x — Xo|| < §, tenemos || f(x) —bl|| < € (ver
la figura 2.2.18).

<
SRS N v

imagen de D;(X,)

Figura 2.2.18 Geometria de la definicién -8 de limite.

Este teorema se probara en la seccién 2.7
Para ilustrar la metodologia de la técnica épsilon-delta en el teorema 6, consideremos
los ejemplos siguientes.

EJEMPLO 12 Mostrar que limite z =0.
(z,9)—(0,0)

SOLUCION  Nétese que si § > 0, ||(z,y) — (0,0)]] = /22 +3*> < § implica que
|z—0] = |z| = V£ < /2?2 + y2 < 8. Asi, si||(z, y)—(0, 0)|| < 6, entonces [z—0| también

es menor que §. Dado € > 0 se requiere que hallemos § > 0 (generalmente depende
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de €) con la propiedad de que 0 < ||(z,y) — (0,0)|| < § implique que |z — 0] < .
iQué § vamos a escoger? En los cdlculos anteriores vemos que si escogemos § = ¢,

entonces ||(z,y) — (0,0)}| < § implica |z — 0] < . Esto muestra que ) h’gni%g o)x =0
xy)—Y,
También pudimos haber escogido § =¢/2 0 e/3, pero basta hallar un § para satisfacer

los requerimientos de la definicién de limite. A

EJEMPLO 13 Considerar la funcién

sen{z® + °)
2 4 y2 )

f(l',y) =

Aunque f no estd definida en (0,0), determinar si f(z,y) tiende a algin nimero cuando
(z,y) tiende a (0,0).

SOLUCION  Por cilculo elemental sabemos que

limite -2 =
a—0 (07
Por lo tanto, es razonable pensar que
2
limite f(v} = limite sen |Iv||” =1
v—(0,0) v—(0,0) ”v”2

_ sen(ar:2 + yz)
T (2497

-3<2<3,-3<y<3

Figura 2.2.19 Grifica generada por computadora.
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En efecto, como h’mige (sena)/o = 1, dado € > 0 hallamos un § > 0, con 1 > § > 0,

a
tal que 0 < |a} < & implica que |(sena)/a — 1] < €. Si 0 < |lv|]| < 6, entonces
0 < ||vl|? < % < §, y por lo tanto

sen ||v||2

[Ivil?

Asi, h’ngtg) F(v) = 1. En efecto, si graficamos en una computadora [sen(z® +y?)}/(z® +
v—=(0,

-1l <e.

If(v) -1 =

), obtenemos una grafica bien portada cerca de (0,0) (figura 2.2.19). A

EJEMPLO 14 Mostrar que

2
limite L A 0.

(z,9)—(0,0) /32 4 42

SOLUCION Debemos mostrar que z2/4/12 + y2 es pequeiio cuando (z,y) estd cerca
del origen. Para ello usamos la siguiente desigualdad:

2 2 2
0< —— < 2ty
\/932 + y2 \/;;2 + y2
=+/z?2 4+ y2.
Dado & > 0, escoger § = e. Entonces ||(z,y) — (0,0)]] = ||(z,%)]| = /22 + 32, de modo
que ||(z,y) — (0,0)|| < 8 implica que

(como y* > 0)

1:2

Ve +y? \/m SVt =|l(z9) - (0,0)] <b=-e

Asi, se cumplen las condiciones del teorema 6 y se verifica el limite. A

EJEMPLO 15 ,Existe limite 1;2/(:02+y2)?
(z,9)—(0,0)

SOLUCION  Si existe el limite, z°/(z* + y*) deberfa aproximarse a un valor definido,
digamos a, cuando (z,y) se acerque a (0,0). En particular, si (z,y) tiende a cero a lo
largo de cualquier trayectoria, entonces z°/(z° +y°) deberia tender al valor limite a. Si
(z,y) tiende a (0,0) a lo largo de la recta y = 0, claramente el valor limite es 1 (basta
hacer y = 0 en la expresién anterior para obtener z°/2® = 1). Si (z,y) tiende a (0,0)
a lo largo de la recta z = 0, el valor limite es

2

0
limite ———— =0#1.
(z,9)—(0,0) 02 4 y? a

Por lo tanto, no existe hmlte 2/(3:2 +9%) (ver la figura 2.2.20). A

(=z,9)—~(0,



22
—_
o
i o
\\\\ y A=
I @
5
=1
L%
S
—
&
2

N

S8
g9
[SHN ]



22 LMITES Y CONTINUIDAD 115

EJEMPLO 16 Probar que (ver la figura 2.2.21)
2
limite _:c__y_? =0
(z9)~(0,0) 22 + ¥

SOLUCION  En efecto, nétese que

(L'Zy
2

$2y
2 + y2

= |yl

Asi, dado € > 0, escoger § = ¢; entonces 0 < ||(z,y) — (0, 0)|| = \/2? + y? < § implica
Iyl < §,y asi,
2y
Usando la notacién épsilon-delta llegamos a la siguiente reformulacién de la definicién
de continuidad.

-0l <e. A

TEOREMA 7 Sea f:ACR" — R™ una funcién dada. Entonces f es continua en
Xo € A si y sélo si para todo niimero € > 0 existe un nimero § > 0 tal que

XEAy|x—x0]] <6 implica (%) — f(xo)il < e
La demostracién es casi inmediata. Nétese que en el teorema 6 insistimos en que
0 < ||x — Xol|, esto es, x # Xo. Esto no se impone aqui; en efecto, ciertamente la "
conclusién del teorema 7 es vélida cuando x = Xp, de modo que no es necesario excluir
" este caso. Aqui si nos interesa el valor de f en Xo; queremos que en los puntos cercanos

f esté cerca de este valor.

EJERCICIOS

En los ejercicios siguientes el lector puede suponer que las funciones exponencial, seno
y coseno son continuas, y puede usar libremente las técnicas del cdlculo de una variable.

1. Mostrar que los siguientes subconjuntos del plano son abiertos:
(a) A={(z,9)|-1<z<1,-1<y<1}
B = {(z,y)ly > 0}
© C={(z.92<2*+y* <4}
AUBUC, donde los conjuntos A, B y C se definen como en las parte (a), (b),
y (¢)
(e) D={(z,9)lz#0yy+#0}

2. (a) Probar que para x € R" y s < t, D,(x) C D.(x).
{b) Probar que si U y V son vecindades de x € R", entonces también lo son UnV
yUuvV.
(c) Probar que los puntos frontera de un intervalo abierto (a,8) C R son los
puntos a y b.
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*3. Usar la formulacién e-6 de los limites para probar que £? — 4 cuando z — 2. Dar
una demostracién mas corta usando el teorema 3.

4. Calcular los limites siguientes:

a) limite z° b) limite €°
(@) (z,9)—(0,1) y () (z,9)—(0,1) y
. .. sen’z , .. sen’z
(©) halcrgtt)e z 1111‘111’36 z2
5. Calcular los limites siguientes:
(a) limite(z® — 3z +5) (b) limsenzx
T—3 z—0
.. (x+h)2—z2 ... et -1
© lipite =2 (a) tpite =

cosz — 1

limit
() e’ T 12

6. Calcular los limites siguientes, si es que existen:

lite (2% 4+ 4% 4.3 Hmit zy
(=) (z,y?ﬂﬁm(z Tyt @l (2.9)=(6,0) T2 + 9 + 2
. e*¥ cosz —1—2%/2
limite limite ——m—————
© (zy)—(00) z+1 @l (z.;)—'(o,O) 4 4yt

.. (z=9)?
limite -~———
() (z,9)—(0,0) £2 +y?

7. Calcular limite f(x), si es que existe, para los casos siguientes:
X—Xgo

() SRR,z |zf,z0=1
(b) f:R" = R,x > ||x||, X0 arbitrario

FFR—R?% g (zz’e‘)’zo =1
(@) FRA(0,0) = B, (5,1) - (senlz —3), )~z 1)z, )l %0 = (0,0)

8. Sea A C R? el disco unitario abierto D;(0,0) con el punto xo = (1,0) afiadido, y
sea f: A — R, x — f(x) la funcién constante f(x) = 1. Mostrar que limite f(x) = 1.
X—Xqg

Mostrar que limite (sen zy)/zy =1.
@ 4 (1,:1)—'(0,0)( y)/ y

10. Mostrar que la correspondencia f: R — R, z + z%¢ /(2 — sen z) es continua.
11. Sea f(z,¥, z) = (2% + 34°)/(z + 1). Calcular

limite T,¥,2).
(=,y,2)—(0,0,0) f( y )

@ Mostrar que f:R — R, z ++ (1 — z)® 4 cos(1 + z°) es continua.
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13. Si f:R" — Ry ¢: R” — R son continuas, mostrar que las funciones

FPR" = R,x — [f(x)]g(x)

P+ ¢R" = Rxw— [f(x)] + g(x)

son continuas.
14, Probar que f:R? — R, (z,y) — ye” +senz + (zy)* es continua.

@ (a) iSe puede hacer continua [sen(z+y)]/(z+y) definiéndola de manera adecuada
en (0,0)?

(b) ;Se puede hacer continua zy/(z® + y°) definiéndola de manera adecuada en
(0,0)? -

sen 2r — 2z

16. (a) Usar la regla de I’Hopital para calcular h’mige pc

(b) ;Existe limite gnir-zvy 213— 2z + Yo
(z,9)—(0,0) z°+y

17. Suponer que X y y estdn en R"” y que x # y. Mostrar que existe una funcién
continua f:R™ — R con f(x) =1, f(y) =0,y 0 < f(2z) <1 para todo z en R".

*18. Sea f: A C R™ — Ry sea Xo un punto frontera de A. Decimos que limite f(x) =
si para todo N > 0 existe § > 0 tal que 0 < ||x — xo|| < § implica f(x)x;xlgl.
(a) Probar que h’:n_i.tl.e (z-1)"%=00
Probar que h’mite 1/|z} = oo. ;Es cierto que h'rrli})e 1/z = oo?
(c) Probar que llrrgt(;e’ 1/(z +y*) = o0 ’
*19. Sea f:R — R una funcién. Escribimos hmlte f(z) = L y decimos que L es el

limite por la izquierda de f en b, si para todo e > 0, existe § > 0 tal que z < by
0 < |z — b| < 6 implica |f(z) — L] < e.
(a) Formular una definicién de limite por la derecha, o h'mitf f(=).
x—b

(b) Hallar limite 1/(1 + €!/®) y limite 1/(1 + el®).
z—0~ z—0
(c) Esbozar la grifica de 1/(1 + €!/%).

*20. Mostrar que f es continua en Xo si y sdlo si

limite [1f(x) - f(xo)]| = 0.
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*21. Sea f: A C R"™ — R™ que satisface || f(x) — f(¥)|| < K||x — y||* para todox y ¥
en A para constantes positivas K y a. Mostrar que f es continua. (Dichas funciones se
llaman Hoélder-continuas o, si o = 1, Lipschitz-continuas.)

*22. Mostrar que f: R® — R™ es continua en todos los puntos si y sélo si la imagen
inversa de todo abierto es abierta.

*23. (a) Probarque existe un niimero & > 0 tal que si |a| < §, entonces |a® +3a® +a| <
1/100.

(b) Probar que existe un nimero § > 0 tal que si z° + y* < 6%, entonces

|22 + ¢° + 32y + 180z3°| < 1/10, 000.

2.3 DIFERENCIACION

En la seccién 2.1 consideramos algunos métodos para graficar funciones. Me-
diante sélo estos métodos puede ser imposible calcular suficiente informacién
para comprender incluso las caracteristicas generales de una funcién compli-
cada. Por el calculo elemental sabemos que el concepto de derivada puede ser
de mucha ayuda en esta tarea; por ejemplo, nos permite localizar méximos y
minimos, y calcular tasas de cambio. La derivada, ademas de éstas, tiene otras
aplicaciones, como seguramente ya lo habra descubierto el estudiante en su curso
de célculo elemental.

Intuitivamente ya sabemos, por nuestro trabajo con la seccién 2.2, que una
funcién continua no tiene la grafica rota. Una funcién diferenciable de R? a R
debe ser tal que su grifica no esté rota, pero ademas debe tener bien definido un
plano tangente a la grafica en cada punto. Asi, no debe haber dobleces, esquinas

.z = f(x,)

Figura 2.3.1 Grifica suave.
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pico

esquina

hoyo

Figura 2.3.2 Esta grifica no es snave.

o picos en la gréfica (ver las figuras 2.3.1 y 2.3.2). En otras palabras, la grafica
debe ser suave.

Para precisar estas ideas necesitamos una definicion sensata de lo que enten-
demos por “f(z1,...,z,) es diferenciable en x = (z1,...,z,)”. En realidad esta
definicién no es tan sencilla, como pudiera pensarse. Para avanzar en esa di-
reccién, introduzcamos el concepto de derivada parcial. Este concepto se basa
en nuestro conocimiento del calculo en una variable. (En este momento se reco-
mienda revisar rapidamente la definicién de derivada en un libro de calculo en
una variable.)

DEFINICION Sean U C R™ un conjunto abierto y f:U C R® — R una funcién

con valores reales. Entonces 0f/0zy, ..., 8f /0x,, las derivadas parciales de
f respecto a la primera, segunda, ..., n-ésima variable son las funciones con
valores reales, de n variables, las cuales, en el punto (zi,...,z,) = X, estdn

definidas por

af e flea,za, .34k Ea) — f(21, ., T0)
az](z]"“’x")_}l;l-rf}) A
o £t he)) — £(x)
h—0 h

si existen los limites, donde 1 < j < n y e; es el j-ésimo vector de la base usual,
.definido pore; = (0,...,1,...,0), con el 1 en el j-ésimo lugar (ver la seccion 1.5).

En otras palabras, 0f/0z; es simplemente la derivada de f respecto a la
variable z;, manteniendo las otras variables fijas. Si f:R® — R, con frecuencia

usaremos la notacién 0f/0z, 0f /0y, y 0f/0z en lugar de 8f/0z1, Of/0xy, y
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df/0zs. Si f:U C R® — R™, entonces podemos escribir
f(I],...,.’l}n) = (fl(zl,...,z,.),...,fm(zl,...,zn)),

de modo que podemos hablar de las derivadas parciales de cada componente; por
ejemplo, 0 fy, [0z, es la derivada parcial de la m-ésima componente con respecto
a T, la n-ésima variable.

EJEMPLO 1 Si f(z,y) = 2%y + y®, hallar 8f/8z y 8f/8y.

SOLUCION  Para hallar §f/8z mantenemos y constante (piénsenla como si fuera
un numero, digamos 1) y diferenciamos sélo respecto a z; entonces

of _ d(z*y + ¢°)

oz dz = 2zy.

De manera andloga, para hallar 8 f/dy mantenemos « constante y diferenciamos
sélo respecto a y:
af d(z%y + 3°)
oy~ dy
Para indicar que una derivada parcial ha de evaluarse en algin punto particular,
por ejemplo en (zq, yo), escribimos

=z? + 3y A

of o

of
gz Fo¥) o o 3z

T
z=29,Y=yo (zo,v0)

Cuando escribamos z = f(z,y) para denotar la variable dependiente, con fre-
cuencia escribiremos 0z/0z en lugar de 8 f/0z. Estrictamente hablando, éste es
un abuso de notacidn, pero es una practica comin usar de manera indistinta
estas dos notaciones. (Ver el ejercicio 24, en la seccién 2.4 para una ilustracién
de los peligros que conlleva usar notacion descuidada.)

EJEMPLO 2 Siz = coszy + zcosy = f(z,y), hallar las derivadas parciales
(0z/0z)(z0, o) ¥ (02/0y) (20, Yo)-

SOLUCION  Primero fijamos y y diferenciamos respecto a z, obteniendo

d(cos tyo +  cos yo)
dz

a
é(zo’ yo) =

T=z0
= (—yo sen zyo + cos Yo )|z=2,

= —%Yo Sen ToYo + COS Yo.
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De manera andloga, fijamos zy y diferenciamos respecto a y para obtener

d(cos Zoy + zo cos y)
dy

a2
‘é(fﬂo, yo) =
y=vo

= (—zosenzoy — Toseny)|y=y,

= —Zp Sen ZoYo — To S€n Yo. A

EJEMPLO 3  Hallar 8f/0z si f(zx,y) = zy/\/z? + y2.

SOLUCION  Por la regla del cociente

of _ yV/z2 +y? — zy(e/ /22 +4°)

dz 2 4 y?
_y(=®+9°) — 2’y ¥
(22 + y2)3/2 = (22 4 y2)3/2°

Resulta insuficiente una definicién de diferenciabilidad que requiera sélo de la
existencia de las derivadas parciales. No se cumplirian muchos de los resultados
usuales, como la regla de la cadena para varias variables, tal como lo muestra el
ejemplo 4. Mas adelante veremos cémo rectificar esta situacion.

EJEMPLO 4 Sea f(z,y) = 2'/3y/3. Por definicién,

af Y f(h, 0) £(0,0)
5—;(0,0) = llh —_—ln s

-0

hmlt T =0,

y, de manera similar, (8f/0y)(0,0) = 0 (jno se trata de formas indeterminadas!).
Es necesario usar la definicién original de derivadas parciales, pues las funcio-
nes z'/3 y y'/3 no son diferenciables en 0. Supongamos que restringimos f a
la recta y = z para obtener f(z,z) = 22/3 (ver la figura 2.3.3). Podemos ver la
substitucién y = z como la composicién de la funcién ¢g: R — RZ, definida por
g(z) = (z,z), con f:R? — R, definida por f(z,y) = z!/3y/3.

Asi, la composicién f o g estd dada por (f o g)(z) = 22/3. Cada componente
de g es diferenciable en z, y f tiene derivadas parciales en (0,0), pero f o g no
es diferenciable en £ = 0, en el sentido del calculo en una variable. En otras
palabras, la composicién de f y g no es diferenciable, en contraste con el calculo
de funciones en una variable, donde la composicién de funciones diferenciables
es diferenciable. Mas adelante daremos una definicién de diferenciabilidad que
tiene la agradable consecuencia de que la composicion de funciones diferenciables
es diferenciable.
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Hay otra razén para no estar satisfechos con la simple existencia de las de-
rivadas parciales de f(z,y) = £!/3y!/3; no hay plano tangente, en un sentido
razonable, a la grafica en (0,0). El plano xy es tangente a la grifica a lo largo de
los ejes x y y pues f tiene pendiente cero en (0,0) a lo largo de estos ejes; esto
es, 0f/0x =0y 0f /0y = 0 en (0,0). Asi, si hubiera plano tangente, deberia ser
el plano zy. Sin embargo, como resulta evidente en la figura 2.3.3, el plano zy
no es tangente a la grafica en otras direcciones, pues la grafica tiene una severa

arruga de modo que no se puede decir que el plano zy es tangente a la grafica
de f. A

1/3

/3

Figura 2.3.3 Parte “superior” de la grafica de z*/°y

Para “motivar” la definicién de diferenciabilidad, calculemos cémo deberia ser
la ecuacién del plano tangente a la grafica de f:R? — R, (z,y) = f(z,y) en
(o0, y0), st f fuera suficientemente suave. En R, un plano no vertical tiene una
ecuacién de la forma

z=az + by + c.

Si se trata de que sea el plano tangente a la gréafica de f, las pendientes a lo largo
de los ejes z y y deben ser iguales a 8f/8x y 8f/dy, las tasas de cambio de f
respectoa zy y. Asi,a = 0f/0z, b = 0f /0y (evaluadasien (2o, yo)). Finalmente,
podemos determinar la constante ¢ a partir del hecho que z = f(zo,y0) cuando
x = xg, Yy = Yo. Asi, obtenemos

= ftzo,10)+ [P o)) (2= 20)+ [z w-v0r
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plano tangente a la
grificade f en
(x“’ Yo, f(Xo, )’o))

P S

(xlh )70)

Figura 2.3.4 Para los puntos (z,y) cerca de (zo,y0), la grifica del plano tangente esta
cerca de la grifica de f.

que deberia ser la ecuacién del plano tangente a la grifica de f en (zo, ¥0), si f
es “suficientemente suave” (ver la figura 2.3.4).

Nuestra definicién de diferenciabilidad dird, en efecto, que el plano dado por la
ecuacién (1) es una “buena” aproximacién de f cerca de (o, yo). Para tener una
idea de lo que significa una buena aproximacién, regresemos por un momento al
célculo en una variable. Si f es diferenciable en el punto zy, entonces sabemos
que

. J(zo +Az) — flzo)
pil A v
Sea z = 2y + Az y reescribamos esto como
timite 12V =S _ oy
T—=Tq r — 2o

Usando el limite trivial limite f'(zo) = f'(%¢), podemos reescribir la ecuacién
r—Tq

anterior como

limite f@) = fzo) _ limite f'(zo)
T—xg T — Zo Eaded ]

o
l{mite I:i(z_)__i_(_’ﬂ _ f'(-’b‘o)] =0
T=—Zo Z —Zo

(o]

mite £)= £(z0) = F'(zo)(z = 20) _

T—2Zo X —Zg
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Asi, la recta tangente ! que pasa por (2o, f(zo)) con pendiente f'(zo) esta cerca
de f en el sentido de que la diferencia entre f(z) y I(z) = f(zo) + f'(z0)(z — z0)
se hace cero aun al dividirse entre £ — z, cuando z va hacia zy. Esta es la idea
de “buena aproximacién” que adaptaremos a funciones de varias variables, reem-
plazando la recta tangente por el plano tangente (ver la ecuacién (1), anterior).

DEFINICION Sea f:R? — R. Decimos que f es diferenciable en (zo, o), si
Of [0z y Of [Dy existen en (xg,yo) ¥ si

o) = £z0,9) = [tz (2 = 20) = | S| 0= )
"(l‘, y) - (zon yO)”

cuando (z,y) — (zo, Yo). Esta ecuacién expresa el significado que damos cuando
decimos que

—0 (2)

F(zo,90) + [%(zo,yO)] (z —z0) + [%(zoyyo)] (v —w0)

es una buena aproximacién a la funcién f.

No siempre es facil usar esta definicién para saber si f es diferenciable, pero
sera facil usar otro criterio dado en el teorema 9, mas adelante.

Hemos usado la idea informal del plano tangente a la grafica de una funcién
para motivar nuestra definicién de diferenciabilidad. Ahora ya estamos prepara-
dos para adoptar una definicién formal del plano tangente.

DEFINICION Sea f:R? — R diferenciable en xq = (zo,y0). El plano en R?
definido mediante la ecuacion (1),

z= f(zo,y0)+ [g_i(“’y")} (z —zo) + I:'(;—';(Io,yo)] ¥y —90),

se llama plano tangente a la gréfica de f en el punto (xo,yo).

EJEMPLO 5 Calcular el plano tangente a la grifica de z = 2 + y* + ¢*¥ en el
punto (1,0, 2).

SOLUCION  Aqui usamos la férmula (1), con 2o = 1,40 = 0,y 20 = f(zo,%0) = 2.
Las derivadas parciales son
0z 0z

—=2 Ty = =4y v,
5 T -+ ye y oy ¥ 4+ ze
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En (1,0,2), son 2 y 1, respectivamente. Asi, por la férmula (1), el plano tangente
es

z=2z-1)+1(y -0)+2, ie. z=2z+y. A

Escribamos D f(zo, yo) para la matriz renglén
a 0
[%(xo,yo) %(ro,yo)] )
entonces, la definicion de diferenciabilidad afirma que

f(zo,y0) + Df(zo,y0) [Z i :;(()’]

= feo) + [Ltan )] (e =200+ [ Lo 6 -) @

es nuestra buena aproximacion a f cerca de (zg,yo). (Como antes, “buena” se
toma en el sentido de que la expresién (3) difiere de f(z,y) en alguna cantidad
pequefia multiplicada por \/(z — z0)? + (y — yo)2.) Decimos que la expresién (3)
es la mejor aproximacion lineal a f cerca de (zg, yo).

Ahora estamos preparados para dar una definicién de diferenciabilidad para
funciones f de R™ a R™, usando el analisis anterior como motivacién. La deri-
vada Df(x¢) de f = (f1,...,fm) en un punto x¢ es una matriz con elementos
t;; = 0f;/0z; evaluada en x¢.*

DEFINICION Sean U un conjunto abierto en R® y f:U C R® — R™ una funcién
dada. Decimos que f es diferenciable en xq € U si existen las derivadas par-
ciales de f en xg y si

limite ”f(x) —f(XO) —'T(X—XO)" =0 (4)
X—+Xg ]]x - Xo ” ’
donde T = Df(xg) es la matriz cuyos elementos matriciales son 8f;/dz; eva-
luadas en xo y T(x — x¢) es el producto de T con x — xq¢ (considerado como un
wvector columna). Llamamos a T derivada de f en xo.

Siempre denotaremos la derivada T de f en xo por D f(x;), aunque en algunos
libros se denote df(xo) y se denomine diferencial de f. En el caso m = 1, la matriz

*Resulta que es suficiente postular la existencia de alguna matriz que dé la mejor aproximacién
lineal cerca de xo € R™, pues de hecho esta matriz es necesariamente la matriz cuyo ij-ésimo
registro es 9f; /0z; (ver la seccién 2.7).
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T es precisamente la matriz renglén

of af ]
azl (xO) azﬂ(XO) N
(A veces, cuando hay peligro de confusion, separamos los registros mediante
comas.) Al hacer n = 2 y colocar el resultado en la ecuacién (4), vemos que las
condiciones (2) y (4) coinciden. Asi, si hacemos h = x — xg, una funcién f con
valores reales, de n variables, es diferenciable en un punto xg si

limite =0,
h—0

=~ 3
"111—“ f(xo+h) = f(x0) = > a—zfj(xt’)h:
j=1

pues

N2
Th = Z;h,a-;;(xo).
=

Para el caso general en que f manda a un subconjunto de R" a R™, la derivada
es la matriz de m x n dada por

of . oh
8131 8:5,.
Df(xo)= [ : :
Ofn . n
oz, Iz,

donde 0f;/0z; esta evaluada en xo. A D f(xg) se le llama, de manera correcta,
matriz de las derivadas parciales de f en X.

EJEMPLO 6 Calcular las matrices de derivadas parciales para (a) f(z,y) =
(e*+ +y,y%z), (b) f(z,y) = (2° + cosy,ye®) y (c) f(z,y,2) = (ze”, —ye).

SOLUCION (a) Aqui f:R? — R? esta definida por fi(z,y) = etV + y y
f2(z,y) = y’z. Entonces D f(z,y) es la matriz de 2 x 2

z+y 4y 1
Df(z,y)=[ez ¢ +]

y 2zy

(b) Tenemos

€

Df(z,y) = [y?: —Siny].
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(¢) Aqui
Df(z,y,z)=[sz °. e] A

—e® —ye

DEFINICION Considerar el caso especial f:U C R® — R. Aqui Df(x) es una
matriz de 1 x n:

_[of .. 2f
DIt =13, 9z )
Formamos el correspondiente vector (3f /0z1,...,0f/0zy), lamado el gradien-

te de f y denotado porgrad f o V f.

De la definicién vemos que para f:R® — R,

of. of. Of

Vi=5: T oyt o
mientras que para f:R? — R,
af.,  af.
Vf=—"i+—j.
f 3zl+3y‘l

El significado geométrico del gradiente se analizara en la seccién 2.5. En
términos de productos internos, podemos escribir la derivada de f como

Df(x)(h) = Vf(x) - h.

EJEMPLO 7 Sea f:R3® - R, f(z,y,2) = ze¥. Entonces

= (9L Of Of\ _ v v
gradf—(ax,ay,az)_(e,ze,O). A

EJEMPLO 8 Si f:R? — R est4 dada por (z,y) — €Y + sen zy, entonces

Vi(z,y) = (ye™ + ycoszy)i + (ze”™ + z cos zy)j
= (™ + coszy)(yi + zj).
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En calculo de una variable se muestra que si f es diferenciable entonces f es
continua. En el teorema 8 enunciaremos que esto también se cumple para las fun-
ciones diferenciables de varias variables. Como sabemos, hay multitud de funcio-
nes que son continuas pero no diferenciables, como f(z) — |z|. Antes de enunciar
el resultado daremos el ejemplo de una funcién cuyas derivadas parciales existen
en un punto pero que no es continua en ese punto.

EJEMPLO 9 Sea f:R? — R definida por

_f1 st z=0 osi y=0
fzy) = {0 de no ser asi

Como f es constante en los ejes z y y, donde es igual a 1,

9f (0. 0) = 9f 0 0y =
5. 00=0 vy F(00=0
Pero f no es continua en (0, 0), pues limite f(z,y) no existe. A
-(2,9)—(0,0)

TEOREMA 8 Sea f:U C R® — R™ diferenciable en xo € U. Entonces f es
continua en Xg.

Consultar la seccién 2.7 para ver la demostracién.

Como ya vimos, por lo general es facil decir si existen las derivadas parcia-
les de una funcién usando nuestro conocimiento de calculo en una variable. Sin
embargo, la definicién de diferenciabilidad se ve algo mas complicada, y la con-
dicién de aproximacidn requerida en la ecuacién (4) parece dificil de verificar.
Afortunadamente existe un criterio sencillo, dado en el siguiente teorema, que
nos dice cuando una funcién es diferenciable.

TEOREMA 9 Sea f:U C R™ — R™. Supongamos que existen todas las derivadas
parciales 3f;/0x; de f y son continuas en una vecindad de un punto x € U.
Entonces f es diferenciable en x.

Daremos la demostracion en la seccién 2.7. Notese la siguiente jerarquia:

Definicién
Teorema 9 de derivada

Parciales continuas = Diferenciable == Existen las parciales
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Todos los enunciados reciprocos obtenidos invirtiendo una implicacién, son in-
validos. (Para un contraejemplo al reciproco de la primera implicacién, usar
f(z) = z%sen(1/z), f(0) = 0; para la segunda, ver el ejemplo 1 de la seccién 2.7
o usar el ejemplo 4 de esta seccidn.)

Una funcidn cuyas parciales existan y sean continuas, se dice que es de clase
C!. Asi, el teorema 9 dice que cualquier funcion C! es diferenciable.

EJEMPLO 10  Sea
e
. - f(zl1 y) =

cosz + e™¥
, z? + 92 :
Mostrar que f es diferenciable en todos los puntos (z,y) # (0,0).

SOLUCION  Observar que las derivadas parciales

of (z* + y*)(ye™ —sen 1) — 2z(cos ¢ + €7¥)
dx

(1-2 + y2)2
f _ (z® + v*)ze™ — 2y(cos z + ™)
3y - (z2 4+ y2)2

son continuas excepto cuando x = 0y y = 0 (por los resultados en la seccién 2.2).
A

EJERCICIOS

1. Hallar 8f/0z, 0f /0y si
(a) f(z,9) =12y
f(z,9) = ™
(c) f(z,y) =zcoszcosy
(d) f(z,9) = (2" +v°)log(s* +¢*)

2. Evaluar las derivadas parciales 8z/dz, dz/9y para las funciones dadas en los puntos
indicados.

(a) 2= /a? — 22 - 4% (0,0), (a/2,a/2)
7 =log /T + zy; (1,2), (0,0)

(c) z =€ cos(bz + y); (27/5,9)

3. En cada caso siguiente, hallar las derivadas parcialés dw/dz, dw/dy.

2, .2
(a) w= ze” +Y’ @ w= 552 * yz
-y

() w=eVlog(s® +¢") () w=1zfy

(e) w=cosye™ senz




130  DIFERENCIACION

4. Mostrar que cada una de las funciones siguientes ¢s diferenciable en cada punto de
su dominio. Decir cuales de las funciones son C*.

. _ 2zy z _ T,y
(@) S0 = Gy gy O s@y=2+7

(c) f(r,0)=13irsen20,r >0 (d) f(z,y) = Ty

2
() Sy =70

5. Hallar la ecuacién del plano tangente a la superficie & = z2 + 3* en (3,1, 10).

6. Usando las funciones respectivas en el ejercicio 1, calcular el plano tangente a la
grafica en los puntos indicados.

(a) (0,0) (0,1) () (0,7) (d) (0,1)

7. Calcular la matriz de derivadas parciales de las funciones siguientes:
(2) f:R* = R? f(z,9) = (z,9)
f:R* = R?, f(z,y) = (ze¥ 4+ cosy, z, 7 + €¥)
(c) f:R®— R2 f(z,9,2) = (z + e +y,yz?)
(d) f:R?* = R®, f(z,9) = (zye”¥, zsen y, 5z9°)

8. Calcular la matriz de derivadas parciales de

(a) f(z,y) = (e",senzy) @ flz,y,2)=(z—y,y+2)
(c) flz,y)=(z+y,z—y,zy) (d) f(z,9,2)=(z+2z,y—-52,2—y)

9. ;Dénde cruza al eje z el plano tangente a z = e~ ¥ en (1,1,1)?

10. ;Por qué podrian llamarse las grificas de f(z,y) = 4+ y 9(z,9) = -z ~y*+2¢°
“tangentes” en (0,0)7?

E Sea f(z,y) = €™. Mostrar que z(3f/dz) = y(9 f/dy).

12. Usar la expresién (1) en esta seccién para aproximar I;ma funcién adecuada f(z,y)
y a partir de ahi estimar lo siguiente:’ ‘

(a) (0.99€0-0%)8

(0.99)° + (2.01)® — 6(0.99)(2.01)

(c) 1/(4.01)2 +(3.98)2 + (2.02)2

13. Calcular los gradientes de las funciones siguientes:
(a) f(z,y,2) = zexp(—z? — y? — 2?) (Notar que explu = e*.)

_ Tyz g
(b) f(z,9,2)= Tt f(z,y,z) =z%" cosy
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Calcular el plano tangente a (1,0,1) para cada una de las funciones en el ejerci-
cio 13. (La solucién sélo a la parte (c) estd en la Guia de estudio de este libro.)

15. Hallar la ecuacién del plano tangente a z = z® 4 23 en (1,1, 3).
16. Calcular Vk(1,1,1) si h(z,y,2) = (z + z)e* V.

[17] Sea f(z,y,2) = 2> +4* — 2°. Calcular V£(0,0,1).

18. Evaluar el gradiente de f(z,y, z) = log(z® + 4* + z%) en (1,0, 1).

*19. Describir todas las funciones Holder-continuas con o > 1 (ver el ejercicio 21,
seccién 2.2). [IDEA: ;Cuil es la derivada de dicha funcién?]

* Suponer que f: R"™ — R™ es una transformacién lineal. ;Cudl es la derivada de f?

2.4 PROPIEDADES DE LA DERIVADA

En calculo elemental aprendimos cémo diferenciar sumas, productos, cocientes
y funciones compuestas. Ahora generalizamos estas ideas a funciones de varias
variables, prestando particular atencién a la diferenciacion de funciones compues-
tas. La regla para diferenciacién de composiciones, llamada regla de la cadena,
adquiere una forma mds profunda en el caso de funciones de varias variables
que en las de una variable. Asi, por ejemplo, si f es una funcién con valores
reales en una variable, escrita como z = f(y), y y es una funcién de z, que es-
cribimos y = g(z), entonces z resulta una funcién de z mediante la sustitucién,
a saber, z = f(g(z)), y tenemos la conocida férmula

d d ! ’
=L@ @),

Si f es una funcién con valores reales en tres variables u, v y w, escrita en la
forma z = f(u,v,w), y las variables u, v y w son cada una funciones de z,
u = g(z), v = h(z), y w = k(z), entonces al sustituir g(z), h(z) y k(z) por u,
v y w, expresamos z como funcién de z: z = f(g(z), h(z), k(z)). En este caso la
regla de la cadena es:

de_0sdu_ 0:dv  0:du
dr ~ Oudc ' dvdr ' dwdr’
Uno de los objetivos de esta seccién es explicar dichas férmulas en detalle.

Comenzamos con las reglas de diferenciacién para sumas, productos y cocien-
tes.
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TEOREMA 10

(i) Regla del miltiplo constante. Sea f:U C R — R™ diferenciable en
Xo y sea ¢ un nimero real. Entonces h(x) = cf(x) es diferenciable en xo y

Dh(x0) = cDf(x0) (igualdad de matrices).

(ii) Regla de la suma. Sean f:U CR"” — R™ y ¢:U C R" — R™ diferen-
ciables en xq. Entonces h(x) = f(x) + g(x) es diferenciable en xq y

Dh(xo) = Df(x0) + Dg(x0) (suma de matrices).

(iii) Regla del producto. Sean f:U C R* — R y g: U C R" — R diferencia-
bles en xq y sea h(x) = g(x)f(x). Entonces h:U C R" — R es diferenciable en
Xo ¥

Dh(x0) = g(x0)Df(x0) + f(x0)Dyg(xo)-

(Notar que cada lado de esta ecuacion es una matriz de 1 x n; un producto mds
general se presenta en el ejercicio 25 al final de esta seccion.)

(iv) Regla del cociente. Con las mismas hipdtesis que en la regla (iii), sea
h(x) = f(x)/g(x) y suponer que g nunca es cero en U. Entonces h es diferenciable
en Xoy

9(x0)D f(x0) ~ f(x0)Dg(x0)
Dh(xo) = [o(xo )2

DEMOSTRACION Las demostraciones de las reglas (i) a (iv) se desarrollan casi
de la misma manera que en el caso de una variable, con sélo una ligera diferencia
en la notacién. Probaremos las reglas (i) y (ii), dejando las demostraciones de
las reglas (iii) y (iv) para el ejercicio 29.

(i) Para mostrar que Dh(xg) = cDf(xg), debemos mostrar que

limite 12(0k0) — A(x0) — eDf(x0)(x — Xo)|| _
x—xo Jlx — xo|

esto es, que
mite 16F00) = ef(0) — eDf (xo)(x = x0)| _

xs I = ol

(ver la ecuacion (4) de la seccidn 2.3). Esto es cierto pues f es diferenciable y la
constante ¢ puede factorizarse (ver el teorema 3(i), seccién 2.2).
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(ii) Por la desigualdad del tridngulo, podemos escribir

[|R(x) = h(x0) — [Df(x0) + Dg(x0)](x — Xo)||

[Ix — ol
_ IF(x) — f(x0) = [Df(%0)](x — X0) + g(x) — g(%0) — [Dg(x0)](x — Xo)|
B fIx — xof|
< 1F(x) = F(%0) — [Df(x0)](x — Xo)||
- [Ix — xol|
+ lg(x) = g(x0) — [Dg(x0)](x = Xo)|
[Ix = x| '

y cada término tiende a 0 conforme x — xp. Por lo tanto, se cumple la re-

gla (i). W

EJEMPLO 1  Verificar la formula para Dh en la regla (iv) del teorema 10 con
f(.'z:,y,z) :£2+:(/2 +22 y g(z,y,z) = x2+ 1.

SOLUCION  Aqui
22+y2+22

h(z,y,2) = z2 41

b

de modo que por diferenciacién directa

Dh(z,4,7) = ok Oh ah]

[(z2 +1)2¢ — (x> + 4> + 2°)2z 2y 2z
(22 +1)2 "z2 4172241

(z24+1)2 'z241'z2+41

_ .Za:(l—yz—zz) 2y 2z ]

Por la regla (iv), obtenemos

Dh = gDf — fDg _ (2 +1)[2z, 2y, 22]) - (22 + 4* + 2*)[21,0,0]
- g2 - (22 +1)2 '

que es lo mismo que obtuvimos directamente. A

Como ya mencionamos anteriormente, es en la diferenciacién de funciones
compuestas que encontraremos aparentes alteraciones substanciales de la férmula
del célculo de una variable. Sin embargo, si usamos la notacién D, esto es,
notacién matricial, la regla de la cadena para funciones de varias variables se
parece a la regla para una variable.
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TEOREMA 11: REGLA DE LA CADENA. Sean U C R™ y V C R™ abiertos. Sean
g:UCR®P - R™ y f:V C R™ — RP? funciones dadas tales que ¢ manda a U
en V, de modo que esti definida f o g. Suponer que g es diferenciable en x5 y
que f es diferenciable en yo = g(xp). Entonces f o g es diferenciable en xo y

D(f 0 g)(x0) = Df(yo)Dg(xo)- (1)

El lado derecho es una matriz producto.

Daremos ahora una demostracién de la regla de la cadena bajo la hipdtesis adi-
cional de que las derivadas parciales de f son continuas, desarrollando asi el caso
general mediante dos casos particulares que son importantes por si mismos. (La
demostracién completa del teorema 11 sin la hipétesis adicional de continuidad
estd dada en la seccién 2.7.)

PRIMER CASO ESPECIAL DE LA REGLA DE LA CADENA Suponer que ¢:R — R3 y
F:R3 — R. Sea h(t) = f(c(t)) = f(z(t), y(t), 2(t)), donde c(t) = (z(t),y(t),
z(t)). Entonces

dh _dfds _ofdy _9fdz

H=osdt Togat Tarar )
Esto es,
dh ,
& = Vi) <),

donde ¢'(t) = (&/(1),¥'(£), #/(1)).

Este es el caso especial del teorema 11 en el que tomamos ¢ = g, f con valores
reales y m = 3. Nétese que

V f(e(t)) - '(t) = Df(c(t))De(t),

donde el producto en el lado izquierdo es el producto punto de vectores, mien-
tras que el producto del lado derecho es multiplicacién de matrices, y donde
consideramos a D f(c(t)) como matriz renglén y De(t) como matriz columna.
Los vectores V f(c(t)) y ¢/(t) tienen las mismas componentes que sus equiva-
lentes matriciales; el cambio notacional indica el paso de matrices a vectores.
Los diagramas siguientes pueden ser de utilidad para que el lector entienda esta
relacién:

Dc_~R3_Df
B ———S————

fec D(f - c) = Df D¢

¢ ~RL_f
R/___'_\,‘R R/ \AR

donde Dcy Df estan evaluadas en t y c(t) respectivamente.
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DEMOSTRACION DE LA ECUACION (2) Por definicién

dh, . h(t) = h(to)
gg (o) = limite === =

Sumando y restando dos términos, escribimos

h(t) — h(to) _ f(z(1),3(t), 2(2)) — f(=(t0), y(to), 2(t0))

t—1to t—1to

= F(=(),3(1), 2(1)) — f(z(to), y(2), (1))

t—1o
4 L(2(t0), y(1), 2(1)) = f(z(to), 3(ko), 2())

t— 1o

4 J(a(to), 3(to), 2(2)) ~ f(2(to), y(ta), to))

t—1to

Invocamos ahora el teorema del valor medio del calculo de una variable, que
afirma que: si g:[a,b] — R es continua y diferenciable en el intervalo abierto
(a,b), entonces existe un punto ¢ en (a,b) tal que g(b) — g(a) = ¢’(c)(b — a).

Asi, al aplicar el teorema del valor medio a f como funcién de z, podemos
asegurar que para alguna c entre z y zo,

(9, 2) — f(z0,y, ) = [%(c,y, z)] ( — o).

Asi, hallamos que

h_(t)_—Ml [ (C y(t) z(t))] M + [%i_(z(to)’d’ z(t))] (t) t(to)

t—1o —~ 1o 0

+ L e, stto), 0] =2,

-

donde ¢, d y e estan entre z(t) y z(to), entre y(t) y y(to), y entre z(t) y z(to),
respectivamente. Al tomar el limite t — tg, usando la continuidad de las parciales
O0f/0x, 8f [0y y 0f/0z, y el hecho de que ¢, d y e convergen a z(tp), y(to) ¥y
z(to), respectivamente, obtenemos la férmula (2). |

SEGUNDO CASO ESPECIAL DE LA REGLA DELACADENA Sean f:R® - R yg:R3 —
R3. Escribir g(z,y,2) = (u(z,y,2),v(z,y,2),w(z,y,2)) y definir :R3 — R
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mediante h(z,y, z) = f(u(z,y,2),v(2,y,2),w(z,y, 2)). Entonces

EE

9z OJdy Oz
on on ol _[ar ar ar]|ae o0 a0 ®
drz Jdy 0z oy v dw dr Ody Oz

ow 2w ow

dz Oy 08z

En este caso especial hemos tomado n = m = 3 y p = 1 para concretar, y
U = R3?y V = R? por facilidad, y hemos escrito explicitamente el producto
matricial [D f(yo)][Dg(xo)] (suprimiendo de las matrices los argumentos xg y

¥o)-

DEMOSTRACION DEL SEGUNDO CASO ESPECIAL DE LA REGLA DE LA CADENA Por
definicién, Oh/dz se obtiene diferenciando h respecto a £, manteniendo fijas y
y z. Pero entonces (u(z, y, 2), v(z, y, z), w(z, y, z)) se puede considerar como una
funcién vectorial de la sola variable z. Se puede aplicar el primer caso especial a
esta situacién y, después de cambiar el nombre a las variables, obtenemos

oh _0fdu  0fdu  0f o )
9r  dudzr ' vz | Owdr
De manera analoga,

oh OfOuw Of0v Of dw

on _oJ ou g5 ow "
9y~ oudy 90y ow oy ()

Oh _ 0f 0u 6f8v+ af ow (3")
8z Oudz  Ovdz @ Owdz
Estas ecuaciones son exactamente las que se obtendrian al multiplicar las matri-

ces en la ecuacién (3). [ |

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 11 El caso general en la ecuacién (1) se puede
probar en dos pasos. Primero, se generaliza la ecuacién (2) a m variables; esto

es, para f(z1,...,2m) y c(t) = (:cl(t), .., Zm(t)), se tiene

dh _ g~ of du
dt dz; dt’

i=1

donde h(t) = f(z1(t),...,2m(t)). Segundo, el resultado obtenido en el primer
paso se usa. para obtener la férmula

Bx. kZ—__:

Q:
s.,

B[
<@
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donde f = (f1,...,fp) es una funcién vectorial de argumentos y1,...,¥m; 9(21,
cazn) =@z, Zn)y - Ym (2L - 20))s Y R, 2a) = fi(va(Z, -
Zn)y---Ym(T1,-..,z,)). (El uso de la letra y tanto para funciones como para ar-

gumentos es un abuso de notacién, pero puede ayudar para recordar la férmula.)
Esta férmula es equivalente a la férmula (1) después de que se han multiplicado
las matrices. ||

El patrén que sigue la regla de la cadena se aclarard apenas el estudiante
trabaje algunos ejemplos adicionales. Por ejemplo,

3 _3fdu _3fdv  dfdw 3f 3=
oz f(u(z,9), vz, 9), wlz, 9), 2(z,9)) = 8u Iz + dv 9z + ow Oz + oz 0z’

con una férmula similar para 8f/0y.

La funcién ¢ en el primer caso especial de la regla de la cadena representa
una curva (figura 2.4.1), y ¢/(t) puede considerarse como un vector tangente (o
vector velocidad) de la curva. Aunque esta idea se estudia con gran detalle en
el capitulo 3, podemos indicar aqui el por qué de esta interpretaciéon. Usando la
definicion de derivada de una funcién de una variable, vemos que

c(t+ k) —c(t)
—

'(t) = limit
c'(t) mite

c/(t) trasladado paralelamente
de modo que comience en
el punto c(t)

(1)

c'(9)

X

Figura 2.4.1 El vector ¢'(t) representa el }Jector tangente (o vector velocidad) de la
curva c(t).
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¢’(?) trasladado

N

c(t + 1) — c(?) trasladado

c(t + hy — ¢()
—

.

Figura 2.4.2 Geometria asociada con la férmula limite n—.o(c(t + k) — c(t))/h = ¢'(2).

El cociente representa una secante que aproxima un vector tangente conforme
h — 0 (ver la figura 2.4.2).

EJEMPLO 2  Calcular un vector tangente a la curva c(t) = (t,t,¢') ent = 0.

SOLUCION  Aqui ¢/(t) = (1,2t,€*), de modo que en t = 0 un vector tangente es
(1,0,1). A

La regla de la cadena nos puede ayudar a comprender la relacién entre la
geometria de una funcién f:R? — R? y la geometria de curvas en R2. (Se
pueden enunciar afirmaciones similares acerca de R3 o, en general, R".) Si c(t) es
una curva en el plano, entonces c’'(t) representa el vector tangente (o velocidad)
de la curva c(t), y como se demostré en la figura 2.4.1, este vector tangente
(o velocidad) se puede considerar como si comenzara en c(t). Ahora bien, sea
o(t) = f(c(t)), donde f:R? — R2. La curva o representa la imagen de la curva
¢(t) bajo la funcién f. El vector tangente a o esta dado por la regla de la cadena:

multiplicacién
de matrices

a'(1) = Df(e(t)) <(r)
| ISy E—
matriz vector
columna
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En otras palabras, la matriz derivada de f manda al vector tangente (o velocidad)
a una curva, al vector tangente (o velocidad) de la correspondiente curva imagen
(ver la figura 2.4.3). Asi, los puntos son transportados por f, mientras que los
vectores tangentes a curvas son transportados por la derivada de f, evaluada en
el punto base del vector tangente en el dominio.

o'(t) = Df(c(t))c'(t)

o(1) = f(e(t))

—————eoronororno e e ———x

la curva c(t) o(t) es la imagen de c(t) bajo f

Figura 2.4.3 Los vectores tangentes son transportados por la matriz derivada.

EJEMPLO 3 Verificar la regla de la cadena en la forma de la férmula (3’) para
flu,v,w) = w40 —w,

donde

uw(z,y,2) =2y, v(z,3,2)=9¢’, w(z,yz)=e "

SOLUCION  Aqui

k(z,y, 2) = f(u(z,y, 2), v(z, y, 2), w(z,y, z))

— (z2y)2 + y4 —e — z4y2 + y4 —e

Asi, diferenciando directamente,

ah
— =42y 4 2e7F

0z
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Por otro lado, usando la regla de la cadena,

oh _0fou  9fov  0f ou

9z = 929z 909z T 9w o — 2u(28Y) + 20 0+ (=1)(ze7)

= (22%y)(2zy) + z¢™ 7,

que es lo mismo que se obtuvo anteriormente. A

EJEMPLO 4 Dada g(z,y) = (= + 1,¥°) y f(u,v) = (u + v,u,v?), calcular la
derivada de f o g en (1,1) usando la regla de la cadena.

SOLUCION  Las matrices de derivadas parciales son

(05 of, ]
Jdu Jv 11
_|af2 of2| _ |2z 0
Df(u,0) = | == == —[(1) ZOU] y Dg(z,y)—[o 2y]'
Ofs 9fs
Lau av_

Cuando (z,y) = (1,1), g(z,y) = (u,v) = (2,1). Por lo tanto

1171, o 2 2
D(fog)(l,l)=Df(2,1)Dy(l,1)=(:1 0] [0 2}:[2 0]
0 2 0 4

es la derivada requerida. A

EJEMPLO 5 Sea f(x,y) dada y hacer la sustitucién z = rcos8, y = rsen
(coordenadas polares). Escribir una férmula para 8 f/86.

SOLUCION  Por la regla de la cadena,

df _8fdz  8fdy

26 = 9500 T by 36

esto es,
of
0~

of of
—rsen981+rc0503y. A

EJEMPLO 6 Sean f(z,y) = (cos y+z2, e**¥) y g(u, v) = (¢*’, u—sen v). (a) Es-
cribir una férmula para f o g. (b) Calcular D(f o ¢)(0,0) usando la regla de la
cadena.
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SOLUCION (a) Tenemos

(fog)(u,v) = f(e"z, u — senv)

141

2
2u? e +u—senv)

= (cos{u —senv) + e e

(b) Por la regla de la cadena,

D(f © 9)(0,0) = [Df(g(0,0))][Dg(0, 0})] = [Df(1, 0)][Dg(0, 0)].

Ahora

u'z
Dyg(0, 0) = [“j 0

2z —sen
Df(1,0) = [ez+y er+yy] = [
(z,9)=(1,0)

=], =0 L}

2 0
el

(jRecordar que Df esta evaluada en g(0,0), no en (0,0)!) Asi,

e o | A

*EJEMPLO 7
g(x) = sen[f(x) « f(x)]. Calcular Dg(x).

SOLUCION
h(x) = [f(x) - f(x)] = fE(x) + - + f2(x). Entonces
Dh(x) = [a%hI %}
- [zflg_fi+...+2fm% e

Sea f:U C R® — R™ diferenciable, con f = (fi,..

oo+ 2fm

',fm); y sea

Por la regla de la cadena, Dg(x) = cos[f(x) « f(x)]Dh(x), donde

0fm

0z, |’

que se puede escribir 2f(x)D f(x), donde consideramos a f como una matriz

renglon,
af:
dzy
f=lh-fm] y Df=| :
Ofm
311

Asi Dg(x) = 2[cos(f(x) - F(x))]f(x)Df(x). A

9fr
ITn
O fm
oz
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EJERCICIOS

1. Si f:U C R™ — R es diferenciable, probar que x = f?(x) + 2f(x) también es
diferenciable, y calcular su derivada en términos de D f(x).

2. Probar que las siguientes funciones son diferenciables, y hallar sus derivadas en un
punto arbitrario:
(a) f:R* =R, (z,9) 2
FR® =R, (r,y)—z+y
(© fR? >R (z,9)—~2+z+y
(d) f:R®? =R, (z,y) =2+’
(e) f:R?> =R, (z,y) €
f:U SR (z,y) = /1 22—y, U = {(z,9)]2> + y°* < 1}

(8) f:R?—=R,(z,9)—z* ¢

3. Escribir la regla de la cadena para cada una de las siguientes funciones y justificar
la respuesta en cada caso usando el teorema 11.

(a) dh/dz donde h(z,y) = f(z,u(z,y))

dk/dz donde h(z) = f(z,u(z),v(z))
(c) 8h/dz donde h(z,y,z2) = f(u(z,y, 2), v(z,y), w(z))

4. Verificar la regla de la cadena para 9h/8z donde h{z,y) = f(u(z,y),v(z,y)) y

2 2
u +v Ty

f(u,v) = 7 u(z,y) =e 7Y, v(z,y) ="

5. Verificar el primer caso especial de la regla de la cadena para la composicién foc
en cada uno de estos casos:

(a) f(z,9) = zy, c(t) = (¢',cost)
fz,y) = ™Y, c(t) = (382, 1)

(©) flz,9) = (z* +9*)log /22 + ¥2,¢(t) = (¢}, ™)
(d) f(z,y) = zexp(z® +9*),c(t) = (t,—1)

;Cnual es el vector velocidad para cada curva c(t) en el ejercicio 57 (La solucién a
sélo la parte (b) esti en la Guia de estudio de este libro.)

7. Sean f:R® — R y ¢: R® — R diferenciables. Probar gue
V(fg)=fVg+gVf
8. Sea f:R® — R diferenciable. Hacer las sustituciones

z = pcosésend, y = psenfseng, z = pcos¢

(coordenadas esféricas) en f(z,y, 2), y calcular of[8p, 3f]38 y 8f/8¢.
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Sean f(u,v) = (tan(u — 1) —e”,v* —v?) y g(z,9) = (¢ ¥,z — y). Calcular fog
y D(fog)(1,1).

10. Sea f(u,v,w) = (e“"",cos(v+u)+sen(ut+v+w))y g(x,y) = (e*,cos(y—=z),e™Y).
Calcular fog y D(fog)(0,0).

11. Encontrar (8/3s)(f o T)(1,0), donde f(u,v) = cosusenv y T(s,t) = (cos(#*s),
log V1 + s2).

12. Suponer que la temperatura en el punto (z,y,2) en el espacio es T(z,y,2) =
z2 4y +2°. Sea una particula que viaja por la hélice circular recta o(t) = (cost,sent,t)
y sea T(t) su temperatura en el tiempo ¢.

(a) iCuél es T'(2)?

(b) Hallar un valor aproximado para la temperatura en t = (x/2) + 0.01.

13. Suponer que un pato estd nadando en el circulo £ = cost, y = sent y que la
temperatura del agua esté dada por la férmula T = z%e¥ — zy°. Hallar dT/dt, la tasa
de cambio en temperatura que puede sentir el pato: (a) mediante la regla de la cadena;
(b) expresando T en términos de t y diferenciando.

14. Sea f:R" — R™ una transformacién lineal de modo que (por el ejercicio 20,
seccién 2.3) Df(x) sea la matriz de f. Verificar la validez de la regla de la cadena
directamente para transformaciones lineales.

15. Sea f:R? — RZ; (z,y) — (e**¥,e*"¥). Sea c(t) una curva con ¢(0) = (0,0) y
¢’(0) = (1,1). ;Cual es el vector tangente a la imagen de €(t) bajo f en t = 0?7

16. Sea f(z,y) = 1/4/2% + y2. Calcular V f(z,y).

17. Sea y(z) definida implicitamente por G(z,y(z)) = 0, donde G es una funcién
dada de dos variables. Probar que si y(z) y G son diferenciables, entonces

dy _ 8G/ox . 9G
is = 3Gy S Gy 7"

@ Obtener una férmula andloga a la de la parte (a) si y1, y2 estin definidas
implicitamente mediante

Gl(zv yl(x)y y2(£» = 0’
Gz, y1(z), y2(z)) = 0.
(c) Sea y definida implicitamente por

2448 +e¥ =0.

Calcular dy/dz en términos de z y 3.
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* Los libros sobre termodinamica* usan la relacién

(2 (22) (22) =1
dz dy az) 7
Explicar el significado de esta ecuacién y probar que es verdadera. (IDEA: Comenzar

con una relacién F(z,y,z) = 0 que define z = f(y,2), y = g(z,2) y z = h(z,y} ¥y
diferenciar implicitamente.)

19. La ecuacién de Dieterici del estado de un gas es
P(V — b)e* VT = RT,

donde a, b y R son constantes. Considerar el volumen V como funcion de la temperatura
T y de la presién P y probar que

o (a0 ) ) (-2
ar — "t TV vV_b V)

* Este ejercicio da otro ejemplo del hecho de que la regla de la cadena no es aplicable
si f no es diferenciable. Considerar la funcién

:cy2

fz,y)={ 22+ (z,9) # (0,0)
0 (z,9) = (0,0)

Mostrar que

(a) Existen 0f/82(0,0) y 8f/3y(0,0).

(b) Si g(t) = (at,bt) para constantes a y b, entonces f o g es diferenciable y
(F ©8)'(0) = ab®/(a® +b”) pero V £(0,0) - g'(0) = 0.

*21. Probar que si f: U C R® — R es diferenciable en xo € U, existe una vecindad V
de 0 € R™ y una funcién R;:V — R tal que paratodohe V, xg +h € U,

f(xo +h) = f(x0) + [Df(x0)]h + Ri(h)

Ri(h)

-0 cuando h —0.
[Ih|

*22. Suponer que Xo € R™ y 0 < r; < r2. Mostrar que existe una funcién C!, f:R"™ —
R tal que f(x) = 0 para ||[x — xo|| > 72; 0 < f(x) < I para r1 < [|x — Xo]| < 725 ¥
f(x) = 1 para |[[x — xo|| < r1. (IDEA: Aplicar un polinomio ciibico con g¢(r?) = 1
y 9(r3) = ¢'(r3) = ¢'(r}) = 0 a ||x — xo||” cvando 71 < [lx — Xof| < 72.)

*Ver S. M. Binder, “Mathematical Methods in Elementary Thermodynamics,” J. Chem. Educ.
43 (1966): 85-92. Una comprensién adecuada de la diferenciacién parcial puede ser de gran
utilidad en aplicaciones; ver, por ejemplo, M. Feinberg, “Constitutive Equation for Ideal Gas
Mixtures and Ideal Solutions as Consequences of Simple Postulates,” Chem. Eng. Sci. 32 (1977):
75-78.
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*23. Hallar una funcién C* f:R® — R? que lleve al vector i+j+k que sale del origen, a
i — j que sale de (1,1,0) y que lleve a k que sale de (1,1,0) a k — i que sale del origen.

iPor qué estd equivocado el siguiente argumento? Suponer que w = f(z,y,2) y
z = g(z,y). Por la regla de la cadena,

ow Odwoaor aw@ owdz _ Ow 8_w§3
dr = 0z 3z’

3z 9209z  9y0s 9z91

Por lo tanto
ow dz

= 9z 0z’

de modo que dw/8z =0 o 8z/3z = 0, lo cual es, en general, absurdo.

0

25. Suponer que f:R” — Ry g:R"™ — R™ son diferenciables. Mostrar que la funcién
producto h(x) = f(x)g(x) de R™ a R™ es diferenciable y que si Xo y y estin en R”,
entonces [Dh(xo)]y = f(%0){[Dg(xa)ly} + {[Df(x0)}y}g(xo0).

26. Mostrar que h: R" — R™ es diferenciable si y sélo si cada una de las m funciones
componentes hi:R™ — R es diferenciable. (IDEA: Usar la funcién de proyeccién de
coordenada y la regla de la cadena para una implicacién y considerar {||h(x) — k(x0) —
Dh(xo)(x — o) ||/l ~ Xo[]* = 3277, [hi(x) = hi(x0)Dhi(%0)(x — Xo)J* /[lx — Xo||* para
obtener la otra.)

*27. Usar la regla de la cadena para mostrar que
2 [ je iy =@+ [ Ly
dz J, ’ o 9%

*28. ;Para cudles enteros p > 0 es

flz)= {;”sen(l/z) : :g

diferenciable? ;Para cudl p es continua la derivada?

*29. Probar las reglas (iii) y (iv) del teorema 10. (IDEA: Usar el mismo truco de suma
y resta como en el caso de una variable y el teorema 8.)

2.5 GRADIENTES Y DERIVADAS DIRECCIONALES

En la seccién 2.1 estudiamos las grificas de las funciones con valores reales.
Ahora retomaremos ese estudio usando los métodos del calculo. Especificamente,
usaremos gradientes para obtener una formula para el plano tangente a una
‘superficie de nivel. Comencemos recordando cémo se define el gradiente.
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DEFINICION Si f:U C R® — R es diferenciable, el gradiente de f en (z,y, 2)
es el vector en el espacio R3 dado por

= (2f of of
gmdf_(az’ay’az)'

Este vector también se denota por Vf o V f(z,y,2). Asi, V f es simplemente la
matriz de las derivadas D f, escrita como vector.

EJEMPLO 1 Sea f(z,y,2) = /x2+y2 + 22 = r, la distancia de 0 a (z,y, 2).
Entonces

af of @
Vi(z,v,2) = (% 3. a—i)

= z y % ___\_t
\/1;2+y2+z2,\/x'~’+y2+zz’\/a:2+y2+22 r'

donde r es el punto (z,y,2). Asi, Vf es el vector unitario en la direccién de
(z,9,2). A

EJEMPLO 2 Si f(z,y,z) = zy + z, entonces

of of o
Vian= (L) =wan. s

Suponer que f:R3 — R es una funcién con valores reales. Sean v y x € R3
vectores fijos y considerar la funcién de R a R definida por t — f(x + tv). El
conjunto de puntos de la forma x+tv, t € R, es la recta L que pasa por el punto

Figura 2.5.1 La ecuacién de L es 1(t) = x + tv.
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x paralela al vector v (ver la figura 2.5.1). Por lo tanto, la funcién t — f(x+tv)
representa la funcién f restringida a la recta L. Podemos preguntar: jcon qué
rapidez estan cambiando los valores de f a lo largo de la recta L en el punto x?
Como la razén de cambio de una funcién estd dada por una derivada, podemos
responder que es el valor de la derivada de esta funcién de ¢t en ¢ = 0 (cuando
t =0, x + tv se reduce a x). Esto deberia ser la derivada de f en el punto x en
la direccién de L, esto es, de v. Podemos formalizar este concepto como sigue.

DEFINICION Si f:R® — R, la derivada direccional de f en x en la direccién
de un vector v esta dada por

d
;Ef(x +1v)

t=0

si es que existe.

De la definicién, podemos ver que la derivada direccional también se puede
definir por la férmula
limite M
h—0 h

TEOREMA 12 Si f:R3 — R es diferenciable, entonces existen todas las deri-
vadas direccionales. La derivada direccional en x en la direccién v esta dada
por

Df(x)v=grad f(x)-v=Vf(x)-v

_|2f af of
= [Bx(x)J vy + [33/ (x)] vy + [Bz (x)] v3,

donde v = (vy,v2,v3).

DEMOSTRACION Sea c(t) = x + tv, de manera que f(x +tv) = f(c(t)). Por el
primer caso especial de la regla de la cadena, (d/dt)f(c(t)) = V f(c(t)) - €'(2).
Sin embargo, ¢(0) = x y ¢/(0) = v, y entonces

L] =V,

t=0
como se pidié demostrar. |
En la definicién de derivada direccional, con frecuencia se escoge a v como un

vector unitario. Hay dos razones para ello. La primera es que si a es cualquier
nimero real positivo, av es un vector que apunta en la misma direccién que
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X

Figura 2.5.2 Al multiplicar un vector v por un escalar «, se altera la longitud de v.

v, pero puede ser mas largo (si @ > 1) o mas corto que v (si @ < 1) (ver la
figura 2.5.2). Por el teorema 12, la derivada direccional de f en la direccién v es

Vi(x)-v = [—g—i(x)] o+ [g—i—(x)] v+ [%(x)] vs.

La derivada de f “en la direccion” av es [V f(x)]« [av] = [V f(x)] v, que es a
por la derivada direccional en la direccién v, y por lo tanto no es igual a ella. Por
lo tanto la derivada direccional, si esta definida para todo av, no depende sélo de
un punto x y una direccion. Para resolver este problema podemos requerir que
el vector v sea de longitud 1. Entonces el vector v determina una direccién, la
misma direccién determinada por av si @ > 0, pero ahora la derivada direccional
esta definida de manera dnica por V f(x) « v.

La segunda razén es que podemos interpretar V f(x) + v como la tasa de
cambio de f en la direccidn v, pues cuando ||v|| = 1, el punto x + ¢v se mueve
una distancia s cuando ¢ se incrementa en s; asi, realmente hemos escogido una
escala en L de la figura 2.5.1.

Nétese que no es necesario usar lineas rectas para calcular la tasa de cambio
de f alo largo de una trayectoria & (t). En efecto, por la regla de la cadena,

d '
5 /(e() =V f(a(t))-o'(1),
que es la derivada de f en la direccién o'(2).

EJEMPLO 3 Sea f(z,y,z) = z%~Y?. Calcular la tasa de cambio de f en la
direccién del vector unitario

V=(1,1,1) en  (1,0,0).

V3
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SOLUCION La tasa de cambio requerida es, usando el teorema 12,
~ - - 1 1 1
grad f +v = (2ze™Y*, —z’ze7¥*, —zlye™V*) - ( ,—= ——-) ,

que en (1,0,0) se convierte en

1 1 1 2
2,0,0)- (==, —=,~—=]=-=. A
@00 (G 75) = 78
Del teorema 12 también podemos obtener el significado geométrico del gra-
diente:

TEOREMA 13  Suponer que grad f(x) # 0. Entonces grad f(x) apunta en la
direccion a lo largo de la cual f crece mas rapido.

DEMOSTRACION Si n es un vector unitario, la tasa de cambio de f en la direccién
n es grad f(x) - n = || grad f(x)]| cos 8, donde 6 es el angulo entre n y grad f(x).
Este es maximo cuando # = 0; esto es, cuando n y grad f son paralelos. (Si
grad f(x) = O esta tasa de cambio es 0 para cualquier n.) ]

En otras palabras, si queremos movernos en una direccién en la cual f va a cre-
cer mas rapidamente, debemos proceder en la direccién V f(x). Andlogamente, si
deseamos movernos en una direccidn en la cual f decrece mds rapido, deberemos
proceder en la direccién —V f(x).

EJEMPLO 4 ;En qué direccién desde (0, 1), crece mds rapido f(z,y) = z* —y2?

SOLUCION  El gradiente es
V= 2zi — 2yj,

de modo que en (0,1) esto es
Vfl(o,l) = -2J.

Por el teorema 13, f crece mas rapido en la direccion —j. (;Pueden ver por qué
esta respuesta es consistente con la figura 2.1.97) A

Ahora veremos la relacién entre el gradiente de una funcién f y sus superficies
de nivel. El gradiente apunta en la direccién en la que los valores de f cambian
mas rapidamente, mientras que una superficie de nivel esta en las direcciones en
las que esos valores no cambian. Si f es suficientemente bien portada, el gradiente
y la superficie de nivel seran perpendiculares.
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Vf(xo, Yo, ZO)

V(%0 Y0, 20)

trasladado de manera
paralela de modo que
comience en (zo, Yo, 20)

v trasladado

(X0, Yo, Zo)

Figura 2.5.3 Significado geométrico del gradiente: V f es ortogonal a la superficie S en
la cual f es constante.

TEOREMA 14 Sean f:R2® — R una funcién C* y (o, yo,20) un punto en la
superficie de nivel S definida por f(z,y,z) = k, para k constante. Entonces
grad f(zo, yo, 20) es normal a la superficie de nivel en el sentido siguiente: Si v es
el vector tangente en t = 0 de una trayectoria c(t) en S con ¢(0) = (zo, ¥o, 20),
entonces (grad f) - v = 0 (ver la figura 2.5.3).

DEMOSTRACION Sea c(t) en S; entonces f(c(t)) = k. Sea v como en la hipdtesis;
entonces v = ¢/(0). Asi, el hecho de que f(c(t)) es constante en ¢ y la regla de
la cadena dan
d
0= fle®)] =VS(c(0)-v. =

t=0

Si estudiamos la conclusidon del teorema 14 vemos que es razonable definir el
plano tangente a S como sigue:

DEFINICION Sea S la superficie formada por los puntos (z,y, z) tales que f(z,y,
z) = k, para k constante. El plano tangente de S en un punto (zg, yo, z0) de
S esta definido por la ecuacién

V f(zo,90,20) (£ — To, ¥y — ¥o,2 — 20) = 0 (1)

si V f(zo,y0, 20) # 0. Esto es, el plano tangente es el conjunto de puntos (z,y, z)
que satisfacen la ecuacidn (1).

Esto extiende la definicién que dimos antes para el plano tangente a la grafica
de una funcién (ver el ejercicio 11 al final de esta seccién).



2.5 GRADIENTES Y DERIVADAS DIRECCIONALES 151

EJEMPLO 5 Calcular la ecuacidn del plano tangente a la superficie definida por
3zy+22=4en(1,1,1).

SOLUCION  Aqui f(z,y,2) = 3zy+22y Vf = (3y,3z,22), queen (1,1,1) es el
vector (3,3,2). Asi, el plano tangente es
3,3,2):(z~-1,y—1,z—1)=0
3z +3y+22=8. A
En el teorema 14 y en la definicién anterior pudimos haber trabajado tanto en

dos dimensiones como en tres. Asi, si tenemos f:R? — R y consideramos una
curva de nivel

C = {(z,y)|f(z,y) = k},

entonces V f(xg,yo) es perpendicular a C para cualquier punto (zo,yo) en C.
Asimismo, la recta tangente a C en (g, yo) tiene la ecuacidn

Vf(zo,y0) " (z — 20,y — ) =0 (2)

si V f(xo,y0) # 0; esto es, la recta tangente es el conjunto de puntos (z,y) que
satisfacen la ecuacion (2) (ver la figura 2.5.4).

y

B

v/ trasladado

recta tangente a C

Figura 2.5.4 En el plano, el gradiente V f es ortogonal a la curva f = constante.

Con frecuencia nos referimos a V f como campo vectorial gradiente. Nétese
que V f asigna un vector a cada punto en el dominio de f. En la figura 2.5.5 no
describimos la funcién V f trazando su gréifica, que seria un subconjunto de RS,
esto es, el conjunto de elementos (x, V f(x)), sino representando a V f(P), para
cada punto P, como un vector que sale del punto P en lugar del origen. Como
en una grafica, este método pictérico de describir V f contiene al punto P y al
valor V f(P) en la misma ilustracién. B

El campo vectorial gradiente tiene un importante significado geométrico. Mues-
tra la direccion en la cual f crece mas rapido y la direccidn que es ortogonal a las
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Figura 2.5.5 El gradiente V f de una funcién f:R® — R es un campo vectorial en R®;
en cada punto P;, V f(P;) es un vector que sale de P;.

curva de ascenso
mas empinado
a la colina mapa de contorno de la colina

(b) de 250 pies de altura

Figura 2.5.6 Ilustracién fisica de dos hechos (a) V f es la direccién de més ripido cre-
cimiento de f y (b) V f es ortogonal a las curvas de nivel.
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superficies (o curvas en el plano) de nivel de f. Es plausible que haga ambas co-
sas. Para verlo, imaginen una colina como la que se muestra en la figura 2.5.6(a).
Sea h la funcién de altura, una funcién de dos variables. Si trazamos curvas de
nivel de h, seran simplemente los contornos de nivel de la colina. Las podemos
imaginar como trayectorias de nivel sobre la colina (ver la figura 2.5.6(b)). Una
cosa sera obvia para cualquiera que haya emprendido la caminata: para llegar
mas rapido a la cima de la colina se debera caminar perpendicular a los contor-
nos de nivel. Esto es consistente con los teoremas 13 y 14, que aseguran que la
direccién de crecimiento més rapido (el gradiente) es ortogonal a las curvas de
nivel.

EJEMPLO 6 La fuerza gravitacional sobre una masa unitaria m en (z,y, z) pro-
ducida por una masa M en el origen en R3, de acuerdo con la ley de gravitacién

de Newton, estd dada por
GmM

2

F=- n,

r

donde G es una constante; r = ||r|| = /2% + y% + 2?2 es la-distancia de (z,y, z)
al origen; y n = r/r el vector unitario en la direccién de r = zi+ yj + zk, que es
el vector de posicién del origen a (z,y, z).

Notar que F = V(GmM/[r) = —VV, esto es, F es el negativo del gradiente
del potencial gravitacional V = —GmM/r. Esto puede verificarse como en el
ejemplo 1. Nétese que F esta dirigido hacia adentro, hacia'el origen. Ademas, las
superficies de nivel de V son esferas. F es normal a estas esferas, lo cual confirma
el resultado del teorema 14. A

EJEMPLO 7  Hallar un vector unitario normal a la superficie S dada por z =
22y + y+ 1 en el punto (0,0, 1).

SOLUCION  Sea f(z,y,z) = z2y? +y+ 1 — 2, y considerar la superficie definida
por f(z,y,z) = 0. Como éste es el conjunto de puntos (z,y,z) con z = z2y? +
y + 1, vemos que es la superficie S. El gradiente esta dado por

of.  of. afk

Vf(r,y2)= 3.0t 5;J+£

= 22971+ (27%y + 1)j — k,
y asi,
V£(0,0,1) =j—k.
Este vector es perpendicular a S en (0,0,1) y, para hallar una normal unitaria
n, dividimos este vector entre su longitud para obtener
V£(0,0,1)

1 ..
R TNV A e A
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EJEMPLO 8 Considerar dos conductores, uno con carga positiva y el otro nega-
tiva. Entre ellos se instala un potencial eléctrico. Este potencial es una funcién
¢:R3® — R. El campo eléctrico estad dado por E = —V¢. Por el teorema 14 sa-
bemos que E es perpendicular a las superficies de nivel de ¢. Estas superficies de
nivel se llaman superficies equipotenciales, pues en ellas el potencial es constante
(ver la figura 2.5.7). A

lineas de ¢ constante

potencial
mas bajo

mas
elevado

Figura 2.5.7 Las superficies equipotenciales son ortogonales al campo de fuerza eléc-
trico E.

EJERCICIOS

E Mostrar que la derivada direccional de f(z,y,z) = z*z + y° en (1,1,2) en la

direccién (1/v/5)i + (2/V5)j es 2/5.

2. Calcular las derivadas direccionales de las siguientes funciones en los puntos indi-
cados en las direcciones dadas:
(a) f(z,9) =z + 22y — 3%%, (z0,90) = (1,2), v = i+ i)
[b)] f(z,y) =log\/22 + #2, (z0,30) = (1,0), v = (1/+/5)(2i + j)
(c) f(z,y) = e” cos(ny), (z0,30) = (0, ~1), v = —(1/V5)i + (2/V/5)]
(d) f(zr y) = xy2 + zsy: (1;01 yo) = (47 -2)7 V= (1/\/ﬁ)i + (3/\/ﬁ)j

3. Calcular las derivadas direccionales de las siguientes funciones a lo largo de vectores
unitarios en los puntos indicados en las direcciones paralelas al vector dado:
(a) f(z,y) = =¥, (1‘0, yO) = (e)e)) d = 5i+ 12j
f(z,9,2) = € +yz, (x0,90,20) = (1,1,1), d = (1,-1,1)
(¢) f(z,9,2) = zyz, (z0,%0,20) =(1,0,1),d = (1,0, 1)
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4. Hallar los planos tangentes a las siguientes superficies en los puntos indicados:
(a) =2+ 2y° +322=10,(1,2,%)
(b) ¥* —2%2 =3, (1,2;8)
y zyz=1, (1,1,1)
5. Hallar la ecuacién para el plano tangente a cada superficie z = f(z, y) en el punto
indicado:
(a) z2=2*+19® — 63y, (1,2,-3)
z = (cosz)(cosy), (0,7/2,0)
(¢) z=(cosz)(seny), (0,7/2,1)

6. Calcular el gradiente V f para cada una de las funciones siguientes:
(a) flz,y,2)=1//2% + y* + 22
() flz,y,2) =2y +yz+12

f(z,9,2) = !

72 + 42 + 22

Para las funciones en el ejercicio 6, jcuil es la direccion de més rdpido crecimiento
en (1,1,1)? (La solucién sélo a la parte (c) estd en la Guia de estudio de este libro.)

Mostrar que una normal unitaria a la superficie 2%y’ + y — 24+ 2=0en (0,0,2)
est4 dada por n = (1/4/2)(j — k).

9. Hallar una normal unitaria a la superficie cos(zy) = €* — 2 en (1, 0).
10. Verificar los teoremas 13 y 14 para f(z,y, z) = z° + y* + 2°.

11. Mostrar que la definicién que sigue al teorema 14 produce, como caso especial, la
férmula para el plano tangente a la grifica de f(z,y) considerando a la grifica como
una supetficie de nivel de F(z,y, z) = f(z,y) — z (ver la seccién 2.3).

12. Sea f(z,y) = —(1—:::2—3[2)1/2 para (z,y) tal que z2+y* < 1. Mostrar que el plano
tangente a la gréfica de f en (g, %o, f(Z0,¥0)) es ortogonal al vector con componentes
(20, yo, f(zo, Yo)). Interpretar esto geométricamente.

13. Para las siguientes funciones f:R® —» Ry g:R — R® hallar Vf y g’ y evaluar
(fog)'(1).

(a) f(z,9,2) = xz +yz + zy, g(t) = (', cost,sent)

flz,y, z) = e™¥7, g(t) = (6t,3t,¢%)

() f(z,9,2) = (2" + 4 +2")log /22 +y* + 22, g(1) = (e*,e7", 1)

14. Calcular la derivada direccional de f en las direcciones dadas v en los puntos
dados P.

(a) f(z,9,2) =2y’ + 2% + 2%z, P = (4,-2,-1), v = 1//14(i + 3j + 2k)

(b) f(z,y,2) =2, P=(e,e,0), v=13i+ i+ 55k
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15. Sear = zi+ yj + 2k y r = |{r||. Probar que

1 r
()=t

T r3
16. El capitan Ralph tiene dificultades cerca del lado soleado de Mercurio. La tem-
peratura del casco de la nave, cuando él estd en la posicién (z,y, z) estard dada por

2 2 2 , . ’
=°=2¥"—32" donde , y y z estdn medidas en metros. Actualmente él

T(z,y,2) = e
estd en (1,1,1).

(a) ¢En qué direccién deberd avanzar para disminuir mas ripido la temperatura?

(b) Si la nave viaja a ¢® metros por segundo, jcon qué rapidez decrecera la tem-
peratura si avanza en esa direccién?

(c) Desafortunadamente, el metal del casco se cuarteara si se enfria a una tasa
mayor que /14¢? grados por segundo. Describir el conjunto de las direcciones posibles

en las que puede avanzar para bajar la temperatura a una tasa no mayor que ésa.

Una funcién f:R? — R es independiente de la segunda variable si y sélo si existe
una funcién g: R — R tal que f(z,y) = g(z) para todo z en R. En este caso, calcular
V f en términos de g'.

18. Sean f y g funciones de R® a R.. Suponer que f es diferenciable y V f(x) = g(x)x.
Mostrar que las esferas con centro en el origen estin contenidas en los conjuntos de
nivel para f; esto es, f es constante en dichas esferas.

19. Una funcién f: R” — R se llama una funcién par si f(x) = f(—x) para todo x en
R™. Si f es diferenciable y par, hallar Df en el origen.

Suponer que una montaifia tiene forma de un paraboloide eliptico z = c—ax? —by?,
donde a, by ¢ son constantes positivas, z y y son las coordenadas este-oeste y norte-sur,
y z es la altitud sobre el nivel del mar (z, y y z estdn medidas en metros). En el punto
(1,1), jen qué direccién estd aumentando mds rapido la altitud? Si se suelta una canica
en (1,1), jen qué direccién comenzara a rodar?

21. Un ingeniero desea construir un ferrocarril que suba la montafia del ejercicio 20.
Subir directo la montafia es demasiado empinado para la fuerza de las miquinas. En
el punto (1,1), jen qué direcciones se puede colocar la via de modo que suba un 3%
—esto es, un angulo cuya tangente sea 0.03? (Hay dos posibilidades.) Hacer un esbozo
de la situacién indicando las dos direcciones posibles para una inclinacién del 3% en

(1,1).

22. En electroestitica, la fuerza P de atraccién entre dos particulas de carga opuesta
estd dada por P = k(r/||r||®) (ley de Coulomb), donde k es una constante y r =
i+ yj + zk. Mostrar que P es el gradiente de f = —k/||r||.

23. El potencial V debido a dos filamentos de carga paralelos infinitos de densidades
lineales Ay —Aes V = (A/2we0)In(r2/r1), donde v} = (z—20)°+y° y 3 = (z420)°+3°.
Consideramos a los filamentos en la direccién z, pasando por €l plano zy en (—z¢,0) y
(z0,0). Hallar VV(z, y).
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24. Para cada una de las siguientes, hallar los valores maximo y minimo alcanzados
por la funcién f a lo largo de curva o (t):

f(z,9) = zy; o(t) = (cost,sent); 0 < t < 2.

(b) f(z,9) = 2* + 9% 0(t) = (cost,sent);0 < t < 2.
25. Suponer que una particula se lanza desde la superficie z2 + 4> — 2 = —1 en el
punto (1,1,/3) en una direccién normal a la superficie en el tiempo t = 0 con una
rapidez de 10 unidades por segundo. ;Cudndo y dénde cruza el plano zy?

*26. Sea f:R® — Ry considerar a Df(z,y, z) como una transformacién lineal de R%a
R.. Mostrar que el kernel (o espacio nulo —el conjunto de vectores enviados al cero—)
de DF es el subespacio lineal de R® ortogonal a Vf.

2.6 DERIVADAS PARCIALES ITERADAS

En las secciones anteriores se desarrollé informacién considerable acerca de la
derivada de una funcién y se investigd la geometria asociada con la derivada
de funciones con valores reales mediante el uso del gradiente. En esta seccién
procederemos a estudiar derivadas de orden superior, aunque volveremos a ellas
en el capitulo 4. El objetivo principal de esta seccidn es probar un teorema que
asegura la igualdad de las “segundas derivadas parciales mixtas” de una funcién.
Comenzaremos definiendo los términos necesarios.

Sea f:R?® — R de clase C!. Recordar que esto significa que 8f/dz, &f /0y y
0f/8z existen y son continuas; y la existencia de derivadas parciales continuas
implica que f es diferenciable (teorema 9). Si estas derivadas, a su vez, tienen
derivadas parciales continuas, decimos que f es de clase C?, o que es dos veces
continuamente diferenciable. Asimismo, si decimos que f es de clase C3, significa
que f tiene derivadas parciales iteradas continuas de tercer orden, y asi sucesi-
vamente. A continuacién, unos ejemplos de cémo se escriben estas derivadas de
orden superior:

Qz_f_'._.‘?_(ﬁi) f _ 0 (of *f _ 2 (3f i

dr2 ~ 9z \dz /)’ dzdy ~ oz \ 3y )’ dz0y ~ 9z \ dy )’ e
Por supuesto que el proceso puede repetirse para las derivadas de tercer orden y
asi sucesivamente. Si f es una funcién de sélo z y y y 8f/8z y 8f /3y son con-

tinuamente diferenciables, al tomar las segundas derivadas parciales, obtenemos
las cuatro funciones

°f o’f o f o’ f

ox2’ ay?’ drdy y dydz’

Todas éstas se llaman derivadas parciales iteradas, mientras que 8% f/8z8y y
0%f /8yOzx se llaman derivadas parciales mixtas.
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EJEMPLO 1 Hallar las segundas derivadas parciales de f(z,y) = zy+ (2 +2y)2.

. of . of _
SOLUCION 5e =Y + 2(z + 2y), By T + 4(z + 2y)
2 2
r_, P,
Ox? ’ dy?
2 2
oI s, IS 5 a
drdy dydz

EJEMPLO 2 Hallar las segundas derivadas parciales de f(z,y) = sen z sen? y.
SOLUCION

a
of = cos zsen’ y, % = 2sen T sen y Cos y = sen T sen 2y;

Jx

2 2
% = —sen 7 sen’ Y, % = 2sen z cos 2y;
o*f o’ f

= cos z sen 2y,

= 2COS T sen Yy Cos y = COS Z sen 2y. A
0zdy dydz Y y v

EJEMPLO 3 Sea f(z,y,2z) = " + zcosz. Entonces

9 af = of
5—£:yezy—zsenx, 517:1”3 Y, g'z‘z(:osxr
(92 2
8z8fz = —sens, 8axafz = —sengz, etc A

En todos estos ejemplos nétese que los pares de derivadas parciales mixtas tales
como 0% f/8xzby y 8%f/0ydz, 0 8*f/8z0z y &* f/Dxdz son iguales. Es un hecho
béasico y quiza sorprendente el que por lo general asi suceda. Lo probaremos en el
siguiente teorema para funciones f(z,y) de dos variables, pero la demostracién
se puede extender con facilidad a funciones de n variables.

TEOREMA 15 Si f(z,y) es de clase C? (es dos veces continuamente diferencia-
ble), entonces las derivadas parciales mixtas son iguales; esto es,
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DEMOSTRACION Considerar la siguiente expresion:
S(Az,Ay) = f(zo + Az, y0 + Ay) — f(zo + Az, 90) — fz0,y0 + Ay) + (20, Y0)-
Manteniendo yg y Ay fijos, definir
9(z) = f(z, 30 + Ay) — f(z, %),

de modo que S(Az,Ay) = g(ze + Az) — g(z0), lo cual expresa S como una di-
ferencia de diferencias. Por el teorema del valor medio para funciones de una
variable, esto-es igual a ¢'(Z)Az para alguna T entre z¢ y z¢ + Az. De aqui,

S(Az,Ay;}) = [zi(z Yo + Ay) — ﬂ( ,¥0)| Az.

Aplicando nuevamente el ieorema del valor medio,
(Az,Ay) = 3 (z J)AzA
Q V) =502 Y y.

Como §%f/8ydzx es continua, se sigue que

32
oydz

~——(z0,%) = [S(Az, Ay)].

(Az Ay)~(0 0) AzAy

De manera analoga, se muestra que §2f/8zdy esta dada por la misma férmula
de limite, lo cual prueba el resultado. n

Fue Leonhard Euler, en 1734, quien probd por primera vez este teorema, en
relacion con sus estudios de hidrodinamica.
En el ejercicio 7 pedimos al lector que muestre que para una funcién C3, de
T, Yy %,
o f >*f *f
dcdydz  0:0ydx  Oydzds’

etc.

En otras palabras, podemos calcular derivadas parciales iteradas en el orden que
nos plazca.

EJEMPLO 4 Verificar la igualdad de las segundas derivadas parciales mixtas
para la funcién

f(z,y) = ze? + yz>.
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SOLUCION  Aqui

a
g—ii:ey-{-sz, 5§=Iey+z2
Ff _ O f
= 2 = y 2
dydzx ¢ +2, dzdy ¢ + 2z,
y por lo tanto tenemos
’f _ ¥f
dydz ~ Oxdy’

A veces se usa la notacién fz, fy, f. para las derivadas parciales f, = 8f/0x,
etc. Con esta notacion, escribimos fzy = (fz)y, de manera que la igualdad de las
derivadas parciales mixtas se denota por fyy = fys. Notese que f, = 0*f/dydz,
de manera que se invierte el orden de z y y en las dos notaciones; afortunada-
mente, la igualdad de las parciales mixtas hace irrelevante esta potencial am-
bigiiedad.

EJEMPLO 5 Sea z = f(z,y) = e senzy y escribir & = g(s,t), y = h(s,t) para
funciones g y h. Sea k(s,t) = f(g(s,t),h(s,t)). Calcular k,; usando la regla de

la cadena.

SOLUCION  Por la regla de la cadena,
ks = fzgs + fyhe = (e senzy + ye”* cos zy)g. + (ze” cos zy)h..
Al diferenciar respecto a t se tiene
kse = (fz)egs + fz(gs)e + (fy)ehs + fy(hs):
Aplicando la regla de la cadena a (f;): y a (fy): se obtiene
(f2)t = fzzgt + foyhe y (fy)t = Fyzge + fyyhe
por lo tanto, k,; se vuelve
kst = (fzgt + foyhe)gs + fogse + (fyzge + fyyhe)he + fyhse
= f22919s + foy(hige + hege) + fuyhihe + fzgee + fyhor.

Comprobar que esta dltima férmula es simétrica en (s, t), mediante la verificacién
de la igualdad ks; = k¢5. Al calcular fr, foy ¥ fyy, obtenemos

ket = (e sen Ty + 2ye” coszy — ye” sen zy)gig.
+ (ze” coszy + €” cos vy — zye” sen zy)(hehs + hsge)
— (z%€¢” sen zy)hehs + (e” sen zy + ye” cos Ty) gt + (ze” cos TY)hse,

donde se entiende que z = g(s,t) y y = h(s, ). A
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EJEMPLO 6 La ecuacién diferencial parcial uy + Uzer + uu, = 0, llamada
ecuacion de Korteweg-de Vries (o ecuacién KdV, como abreviacion), describe
el movimiento de las ondas de agua en un canal poco profundo.

(a) Mostrar que para cualquier constante positiva ¢, la funcion
u(z,) = 3csech’[1(z — ct)\/c]

es una solucion de la ecuacion de Korteweg-de Vries. (Esta solucién representa
una “joroba” de agua que viaja en el canal y se llama solitén.)*
(b) ¢Cdmo depende de ¢ la forma y rapidez del solitén?

SOLUCION (a) Calculamos uy, Uz, Ugs ¥ Uszzr usando la regla de la cadena y
la férmula de diferenciacion (d/dz)sechz = —sechz tanhz del cdlculo de una
variable. Al hacer a = (z — ct)/c/2,

] o
u: = 6csech @ — sech o = —6¢sech? o tanh a—a
ot at
= 3¢%/% sech® o tanh o = ¢*/?u tanh a.
Ademas,
a
uz = —6¢ sech® @ tanh a~£
dz
= —3c*?sech® atanh o = —V/cutanha,
yasi uy = —cugp y
2
“sz = —V¢ |z tanh o + u(sech® a)% = —/c(tanh a)u, — %
2 u2 2 u
= c¢(tanh® a)u — i ¢(1 — sech® a)u — ry
e
= 376 T
Asi,

Uzzr = CUy — UU.
Por lo tanto,
Ut + Ugzz + WUz = U + Uzzz + (Cz — Uzzz) = s + cuz = 0.

(b) La rapidez del solitén es ¢, pues la gréfica en la figura 2.6.1(a) se mueve
c unidades en z por una unidad de ¢. La forma en el tiempo t = 1 se muestra en
la figura 2.6.1(b) para ¢ = 1. A

*Los solitones fueron observados por primera vez por J. Scott Russell alrededor de 1840 en los
canales cercanos a Edimburgo; reporté sus resultados en Trans. Royal Society of Edinburgh
14 (1840): 47-109.
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@ !

(b)

Figura 2.6.1 El solitén: (a) general; (b) la grifica parac=1, t =1;
u= 6/(6(1—1)/2 + c(l-—z)/2).
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NOTA HISTORICA: ALGUNAS ECUACIONES DIFERENCIALES PARCIALES

La filosofia [naturaleza] estd escrita en ese gran libro que siempre estd ante nuestros ojos
—el universo— pero no lo podemos entender si no aprendemos primero el lenguaje y com-
prendemos los simbolos en los que est4 escrito. El libro est4 escrito en lenguaje matematico
y los simbolos son tridngulos, circulos y otras figuras geométricas, sin cuya ayuda es impo-
sible comprender una sola palabra; sin ello, uno vaga sin esperanza en un oscuro laberinto.

GALILEO

Esta cita ilustra la creencia, popular en la época de Galileo, de que buena parte del
conocimiento de la naturaleza podria reducirse a matematicas. Al final del siglo dieci-
siete se reforzé este modo de pensar, cuando Newton usé su ley de gravitacién y el nuevo
célculo para deducir las tres leyes de Kepler del movimiento celeste (ver la seccién 3.1).
El impacto de esta filosofia en las matematicas fue sustancial, y muchos matematicos
trataron de “matematizar” la naturaleza. La gran cantidad de matemadticas que hoy se
ocupan de la fisica (y en medida creciente, de la economia y de las ciencias sociales y de
la vida) es testigo del éxito de esos intentos. Asimismo, las tentativas de matematizar la
naturaleza han conducido con frecuencia a nuevos descubrimientos matematicos.

Buena parte de las leyes de la naturaleza fueron descritas en términos de ecuaciones
diferenciales ordinarias (ecuaciones que incluyen las derivadas de funciones de una sola
variable, como F = md®x/dt?, donde F est4 dada por laley de gravitacién de Newton),
o ecuaciones diferenciales parciales, esto es, ecuaciones que incluyen derivadas parciales
de funciones. Con objeto de presentar al lector cierta perspectiva histdrica y asi ofrecer
una motivacién para estudiar derivadas parciales, presentamos una breve descripcién
de tres de las mas famosas ecuaciones diferenciales parciales: la ecuacién de calor, la
ecuaci6én de potencial {o ecuacién de Laplace) y la ecuacién de onda. Todas ellas serdn
analizadas con gran detalle en la seccién 8.5.

LA Bcuacion DE caLor. Al principio del siglo diecinueve el matematico francés Jo-
seph Fourier (1768-1830) inicié el estudio del calor. El flujo del calor tenfa obvias
aplicaciones, tanto a problemas industriales como cientificos: por ejemplo, una mejor
comprensién del fendmeno haria posible que la fundicién de metales fuera mads efi-
ciente permitiendo a los cientificos determinar la temperatura de un cuerpo dada la
temperatura en su frontera, y asi, aproximar la temperatura en el interior de la Tierra.

Sea B C R? un cuerpo homogéneo (figura 2.6.2) representado por alguna regién en
el 3-espacio. Denotemos por T'(z, y, z,t) la temperatura del cuerpo en el punto (z,y, 2)
en el tiempo t. Fourier probd, basado en los principios fisicos descritos en la seccién
8.5, que T debe satisfacer la ecuacién diferencial parcial lamada la ecuacién de calor,

dz? = 9y? 3z2

2 2 2
k(aT o°T ﬂ)z%%’ )
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Figura 2.6.2 Cuerpo homogéneo en el espacio.

donde k es una constante cuyo valor depende de la conductividad del material que
compone el cuerpo.

Fourier usé esta ecuacién para resolver problemas de conduccién de calor. De hecho,
sus investigaciones de las soluciones de la ecuacién (1) lo condujeron al descubrimiento
de un nuevo concepto matemadtico, llamado ahora series de Fourier.

LA ECUACION DE POTENCIAL. En el ejemplo 6 de la seccidén 2.5 introdujimos el potencial
de gravitacién V (llamado con frecuencia potencial de Newton) de una masa m en un
punto (z,y, z) provocado por una masa puntual M colocada en el origen. Este potencial
estd dado por V = —GmM/r, donde r = /z2 + y2 + z2. El potencial V satisface la
ecuacién PV 2V BV
0z2 ' 9y? 9z2
donde sea, excepto en el origen, como podra verificar el lector al resolver el ejercicio
19 al final de esta seccién. Esta ecuacién se conoce como ecuacién de Laplace. Pierre
Simon de Laplace (1749-1827) realiz6 trabajos sobre atraccién gravitacional de masas
no puntuales, y fue el primero en considerar la ecuacién (2) relacionada con la atraccién
gravitacional. Presenté argumentos (mds tarde se mostrd que eran incorrectos) acerca
de que la ecuacién (2) se cumplia para cualquier cuerpo y cualquier punto, ya fuera
dentro o fuera del cuerpo. Sin embargo, Laplace no fue el primero en escribir la ecuacién
(2). La ecuacién de potencial aparecié por primera vez en uno de los principales articu-
los de Euler en 1752, “Principles of the Motions of Fluids”, en donde dedujo la ecuacién
de potencial relacionada con el movimiento de fluidos (incompresibles). Euler insistié
en que no tenia idea de cémo resolver la ecuacién (2). (Estudiaremos potenciales gravi-
tacionales en la seccién 6.4 y las ecuaciones de la mecinica de fluidos en la seccién 8.5.)
Mis tarde, Poisson mostrd que si (z,y, z) estd dentro de un cuerpo atrayente, entonces
V satisface la ecuacién R 2y
oV .9 = —4xp (3)

322 T 0y? t o
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donde p es la densidad del cuerpo atrayente. La ecuacién (3) se lama ahora Ecuacién
de Poisson. Fue también Poisson el primero en sefialar la importancia de esta ecuacién
para problemas que incluyeran campos eléctricos. Nétese que si la temperatura T es
constante en el tiempo, entonces la ecuacién del calor se reduce a la ecuacién de Laplace
(;Por qué?).

Las ecuaciones de Laplace y de Poisson son fundamentales en muchos campos,
ademds de la mecinica de fluidos, campos gravitacionales y campos electrostaticos.
Por ejemplo, son iitiles para estudiar peliculas de jabén y cristales liquidos; ver, por
ejemplo, Mathematics and Optimal Form, de S. Hildebrandt y A. Tromba, Scientific
American Books, Nueva York, 1985.

La BcuacidN DE oNDA.  La ecunacién lineal de onda en el espacio tiene la forma

f  0°f  Ff _ 29%f

a2ty T oa = o 4)
La ecuacién de onda unidimensional
Ff _ 20°f
527~ o ()

fue deducida alrededor de 1727 por John Bernoulli, y varios afios después por Jean
Le Rond d’Alembert en el estudio para determinar €l movimiento de una cuerda vi-
brante (como la de un violin). La ecuacién (4) se volvié muy dtil para estudiar tanto
cuerpos vibrantes como elasticidad. Como veremos cuando consideremos las ecuaciones
de Maxwell en electromagnetismo en la seccién 8.5, esta ecuacién surge también en el
estudio de la propagacién de radiacién electromagnética y de ondas de sonido.

EJERCICIOS

1. Calcular las segundas derivadas parciales 9°f/3z?, 8°f/0zdy, 8°f/dydz, 3*f/
dy® para cada una de las funciones siguientes. Verificar en cada caso el teorema 15:
(a) f(.’L‘, y) = 2Iy/($2 + y2)2’(z7 y) # (0’ 0)
flz,y,2)=e"+1/z+xe ¥,z #£0
(¢) f(z,y) = cos(zy?)
) f(z,9) =e +y°z*
(e) f(z,y) =1/(cos’ z +¢7Y)

@ Sea
_ zy(z® — ¥*)/ (2 + %), (z,v 0,0
= {5 =40 0 #1000
(ver la figura 2.6.3).
(a) Si(z,y) # (9,0), calcular 8f/8z y 3f/3y.
(b) Mostrar que (8f/9z)(0,0) = 0 = (8f/3y)(0, 0).
(c) Mostrar que (9°f/9zy)(0,0) = 1, (8% f/3y3z)(0,0) = —1.

(d) :Qué sucedié? ;Por qué no son ignales las parciales mixtas?
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Figura 2.6.3 Grafica generada por computadora de la funcién del ejercicio 2.

3. Hallar azz/8132, 3*2/3x0y, 8%z/0yox y é?2z/8y2 para
(a) z= 352 4 242
z = (227 + 75%y) /32y, (z,9) # (0,0)

4. Hallar todas las segundas derivadas parciales de
(a) z =sen(z? — 3zy)
(b) z = 1!‘-23/2 e2xy

5. Hallar fry; fyzv fz:r y fzyz para
f(z,y,2) =2’y + 2y + y2°.
6. Sea z = z'y® — 2% + ¢

(a) Calcular 8°2/9y31dx, 3%2/813ydz y °2/0192dy.
(b) Calcular 3°2/0zdydy, 3*2/dydzdy y 3°2/dydydx.

Usar el teorema 15 para demostrar que si f(z,y, z) es de clase C*, entonces

3f _ f
drdydz ~ ydzdz’

8. Verificar que
a*f  2F
05dydz ~ 32090z

para f(z,y,z2) = ze™ + y2°z>.

9. Verificar que frouw = fowe para f(z,y, z,w) = €*¥% sen(zw).
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10. Si f(z,v, 2, w) es de la clase C*, demostrar que

fzzw = fzwz-

11. Evaluar todas las primeras y segundas derivadas parciales de las funciones siguien-

tes:
f(z,y) = z arctan(z /y)
(b) f(z,y) =cos \/352—4.?

(c) f(z,y) = exp(—z® — y*)

12. Sea w = f(z,y) una funcién C? de dos variables y sea z = u + v, y = u — v.
Mostrar que

13. Sea f:R? — R una funcién C? y sea c(t) una curva C* en R?. Escribir una férmula
para (d?/dt*)((f o c)(t)) usando dos veces la regla de la cadena.

14. Sea f(z,y,z) = e*“tan(yz) y sea ¢ = g¢(s,t), y = h(s, 1), z = k(s,t) y m(s,t) =
F(g(s,t), h(s,t),k(s,t)). Hallar una férmula para m,, usando la regla de la cadena y
verificar que la respuesta sea simétrica en s y ¢.

@ Una funcién v = f(z,y) con segundas derivadas parciales continuas que satisfaga
la ecuacién de Laplace
u  du
922 T 5y7
se llama funcién arménica. Mostrar que la funcién u(z,y) = z° — 3zy® es arménica.

=0

16. ;Cuales de las funciones siguientes son armdnicas? (Ver el ejercicio 15.)
(@) flz,y) =2"—-9° fz,9) = 2% + ¢

(c) f(z,y) ==y f(z,9) =9’ + 327
(e) f(z,y) =senzcoshy (f) f(z,y) =c"seny

17. Sean fy g funciones diferenciables de una variable. Sea ¢ = f(z —t) + g(z + {).
(a) Probar que ¢ satisface la ecuacién de onda: 3*¢/9t* = 3%¢/9z>.
(b) Esbozar la grifica de ¢ contra t y = si f(x) = 2° y g(z) = 0.

18. (a) Mostrar que la funcién g(z,t) = 2 + ¢~ " sen z satisface la ecuacién de calor:
gt = gzz. (Aqui g(x,1) representa la temperatura de una varilla de metal en la posicién
z y tiempo t.)

(b) Esbozar la grafica de g para t > 0.[IDEA: Ver las secciones formadas por los
planos t =0, t =1y t = 2]

(c) ;Qué le sucede a g(z,t) conforme t — co? Interpretar este limite en términos
del comportamiento del calog en la varilla.

Mostrar que el potencial V de Newton (ver el ejemplo 6, seccién 2.5) satisface la
ecuacion de Laplace

v PV 'V

2 T T aa =0 P (29,2 #(0,0,0).
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SECCION OPTATIVA

*2.7 ALGUNOS TEOREMAS TECNICOS DE DIFERENCIACION

En esta seccién examinaremos con mayor detalle las bases matemdticas del calculo
diferencial y proporcionaremos las demostraciones que se omitieron en las secciones 2.2,
2.3y 2.4. Comenzaremos proporcionando las demostraciones de los teoremas de limites
presentados en la seccién 2.2 (la numeracién de los teoremas corresponde a la que tienen
antes en este capitulo). Recordemos la definicién de limite.

DEFINICION DE LIMITE Sea f: A C R™ — R™, donde A es un conjunto abierto. Sea Xo
un punto en A o en la frontera de A, y sea V una vecindad de b € R™. Decimos que
f estd finalmente en V conforme x tiende a X, si existe una vecindad U de x¢ tal
que X # X0, X € U y x € A implique f(x) € V. Decimos que f(x) tiende a b cuando
X tiende a Xo, 0, en simbolos,

limite f(x) =b o f(x) = b cnando x — xo,

X~+X0
cuando, dada cualquier vecindad V de b, f estd finalmente en V conforme X tiende a
Xo. Puede ser que cuando x tienda a Xo los valores de f(X) no se acerquen a un nimero
particular. En este caso decimos que limite f(x) no existe.

X—Xg

Primero mostraremos que esta definicién es equivalente a la formulacién ¢-§ de los
limites.

TEOREMA 6 Sea f: ACR" — R™ y sea xo un punto en A o en la frontera de A.

Entonces limite f(x) = b si y sélo si para todo nimero € > 0 existe § > 0 tal que para
x—X0

X € A que satisfaga 0 < ||x — xo|| < §, se tiene ||f(x) — b|| < e.
DEMOSTRACION Supongamos primero que limite f(x) = b. Sea € > 0 un nimero
X—Xq

dado, y considerar la e-vecindad V = D.(b), la bola o disco de radio & con centro en
b. Por la definicién de limite, f esta finalmente en D.(b) cuando x tiende a Xo, lo cual
significa que existe una vecindad U de xo tal que f(x) € D(b)six € U, x € Ay
X # Xo. Ahora, como U es un abierto y xo € U, existe § > 0 tal que Ds(x0) C U. En
consecuencia, 0 < [|x — Xo|| < é y x € A implica x € Ds(x0) C U. Asi, f(x) € D.(b),
lo cual significa que ||f(x) — b|| < €. Esta es la afirmacién -6 que desedbamos probar.

Probaremos ahora el reciproco. Supongamos que para todo € > 0 existe § > 0 tal que
0 < |jx —x0]| <8 y x € A implica ||f(x) — b|| < €. Sea V una vecindad de b. Tenemos
que demostrar que f estd finalmente en V conforme x — xq; esto es, debemos hallar
un conjunto abierto U C R” tal que x € U, x € A y x # Xo implique f(x) € V. Ahora
bien, como V' es un abierto, existe € > 0 tal que D.(b) C V. Si escogemos U = Ds(x)
(de acuerdo con nuestra hipétesis), entonces x € V, x € A y x # X, significa que
[|f(x) —=b|| < e, esto es, que f(z) € De(b)CV. N
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TEOREMA 2: UNICIDAD DE LOS LIMITES Si limite f(x) = by y limite f(x) = bz, en-
X—Xg X—Xq

tonces by = b,.

DEMOSTRACION Es conveniente usar la formulacién e-8 del teorema 6. Suponer que
f(x) = b1 y f(x) — bz cuando x — xXo. Dado € > 0 podemos, por hipétesis, hallar
8, >0talquesix € Ay 0 < ||x — Xof| < 81, entonces || f(x) — b1]| < ¢, y de manera
analoga, podemos hallar §; > 0 tal que 0 < ||x — Xo|| < & implica ||f(x) — b2|| < e.
Sea & el menor de §; y 8. Escoger x tal que 0 < ||x — xol} < § y x € A. Existen dichas
X’s, pues Xo estd en A o es un punto frontera de A. Asi, usando la desigualdad del
triangulo,

IIbs = b = ||(b1 = f(x)) + (f(x) — b2)]|
< b1 — FX)|| + [[F(x) = bz|| <€ +& = 2.

Asi, para todo € > 0, |by — ba}| < 2e. De aqui que b; = by, pues si by # b, se
podria hacer € = ||by — bz||/2 > 0 y tendriamos ||b; — bz|| < |jb: — by]|, lo cual es
imposible. ]

TEOREMA 3 Sean f:ACR" — R™, g:ACR" — R™, X0 un elemento de A ¢ un
punto fronterade A, b € R™ y c € R; entonces, se cumplen las siguientes afirmaciones:

(i) Silimite f(x) = b, entonces limite cf(x) = cb, donde cf: A — R™ estd definida
X—Xq

X—Xg
por X +— ¢(f(x)).
(i1) Silimite f(x) = by y limite g{x) = by, entonces limite (f+g)(x) = by +bz, donde
X—Xg X—Xg X—Xg
(f +9): A — R™ estd definida por x — f(x) + g(x).
(iii) Si m = 1, limite f(x) = b1 y limite g(x) = b2, entonces limite (fg)(x) = bibs,
X=—Xg X—Xp X—Xg
donde (fg): A — R estd definida por x v f(x)g(x).
(iv) Sim =1, limite f(x) = b # 0 y f(x) # 0 para todo x € A, entonces limite 1/f =
X—Xq X—+XQ
1/b, donde 1/f: A — R est4 definida por x — 1/ f(x).
(v) Si f(x) = (fi(x),..., fm(x)) donde fi: A — R, 1 = 1,..., m, son las funciones
componentes de f, entonces limite f(x) =b = (b1,...,bm) si y sélo si limite fi(x) = b
X—+Xg X—Xg

para cadai=1,...m.

DEMOSTRACION Ilustraremos la técnica demostrando las afirmaciones (i) y (ii). Las
demostraciones de las otras afirmaciones son algo mds complicadas y las puede pro-
porcionar el lector. En cada caso, probablemente el enfoque m3as conveniente es la
formulacién e-6 del teorema 6.

Para probar la regla (i), sea € > 0 un nimero dado; debemos producir un nimero
§ > 0 tal que la desigualdad ||cf(x) — cb|| < e se cumpla si 0 < [|x — xo| < 8. Si ¢ =0,
se cumple con cualquier §, de manera que supondremos que ¢ # 0. Sea &' = ¢/|c|;
por la definicién de limite, existe § con la propiedad de que 8 < ||x — %o|| < § implica
[If(x)=b|| <&’ = ¢/|c|. Asi, 0 < |jx—xq]|| < § implica ||cf(x)—cb|| = [¢| || f(x)—Db|| < ¢,
lo cual demuestra la regla (i).
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Para probar la regla (ii), sea € > 0 de nuevo un nimero dado. Escoger 61 > 0 tal que
0 < ||x — xo]| < 81 implica ||f(x) — b1|| < £/2. De manera analoga, escoger &, > 0 tal
que 0 < ||x — xo|| < 82 implica ||g(x) — b2|| < €/2. Sea § el menor de 61 y 6,. Entonces
0 < ||x — %o} < 6 implica

156) + 9(x) = by = bal| < [I£(x) = bull +llg(x) = o] < = + =

Asi, hemos probado que (f + g)(x) — by + by cuando x — Xo. [ |

Recordemos la definicién de funcién continua.

DEFINICION Sea f: A C R™ — R™ una funcién dada con dominio A. Sea xo € A.
Decimos que f es continua en Xq si y sélo si

limite f(x) = f(xo0).

Si decimos simplemente que f es continua, queremos decir que f es continua en cada
punto xg de A.

A partir del teorema 6, obtenemos el teorema 7: f es continua en Xo € A si y sélo si
para todo nimero € > 0 existe un nimero é > 0 tal que

xe€eA y [[x — xol] <& implica Hf(x) — f(xo0)]| < e.

Una de las propiedades de las funciones continuas que enunciamos sin demostracién
en la seccién 2.2 fue la siguiente:

TEOREMA S Sean f:ACR"™ - R™ y¢g: BCR™ — RP. Suponer que f(A) C B, de
manera que g o f estd definida en A. Si f es continua en X9 € A y g es continua en
Yo = f(xo), entonces g o f es continua en Xg.

DEMOSTRACION Usamos el criterio -6 de continuidad. Asf, dado & > 0, debemos
hallar § > 0 tal que para x € A,

lIx —xol| <&  implica  |[|(go f)(x)— (g0 f)(x0)}j <e.
Como g es continua en f(xo) = yo € B, existe ¥ > 0 tal que para y € B,
ly =yoll <v  implica  |lg(y) —g(yo)ll <e.
Como f es continua en Xo € A, existe, para este v, un § >0 tal que x € A, y

|Ix — xo|] < 6 implica () — f(xo)ll <,
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lo cual a su vez implica que

llg(f(x)) = 9(F (ko)) < ¢,

que es la conclusién deseada. |

La exposicién en la seccién 2.3 se simplificé suponiendo, como parte de la definicién
de Df(xo0), que existian las derivadas parciales de f. Nuestro siguiente objetivo es
mostrar que se puede omitir esta hip6tesis. Comencemos redefiniendo “diferenciable”.
El teorema 16 mostrara que la nueva definicién es equivalente a la antigua.

DEFINICION Sean U un conjunto abierto en R™ y f: U/ C R™ — R™ una funcién dada.
Decimos que f es diferenciable en xo € U si y sélo si existe una matriz T de m X n,
tal que

mite 1O = £(x0) = Tx = x0)ll _ .
g = ol

(1)

Llamamos a T derivada de f en Xo y la denotamos por D f(Xo). En notacién matricial,
T(x — Xo) equivale a

iy tiz - i 1 — 1
t21 t2 ton e
tm1 tm2 tmn Tn = Ton
donde x = (21,...,2n) ¥ Xo = (Zo1,...,%on). A veces escribimos T(y) como T -y o

simplemente Ty.

La condicién (1) se puede reescribir como

. |If(xo +h) — f(x0) — Th|| _
hlllrﬂge Tl =0 (2)

haciendo h = x — xo. Al escribir la ecuacién (2) en términos de la notacién -8 dice
que para todo € > 0 existe § > 0 tal que 0 < ||h|| < § implica

lI(x0 +h) — f(x0) — Th|
1]

<e,

o en otras palabras,

IIf(x0 +h) — f(xa) — Thif < ||h]|.

Nétese que como U es abierto, en tanto § sea suficientemente pequefio, ||h|| < § implica
xo+hel.

Nuestra tarea es mostrar que la matriz T es necesariamente la matriz de las derivadas
parciales, y, por lo tanto, que esta definicién abstracta concuerda con la definicién de
diferenciabilidad dada en la seccién 2.3.
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TEOREMA 16 Suponer que f:U C R™ — R™ es diferenciable en xo € R™. Entonces
todas las derivadas parciales de f existen en el punto Xo y la matriz T de m x n estd

dada por
afi
[ti;] = [a—%] )
esto es,
ofh . o
9z O0Tn
T=Df(x0)=| ! L
Ofm fm
az, 0z

donde 8f;/0t; estd evaluada en Xo. En particular, esto implica que T estd determinada
de manera tnica; no existe otra matriz que satisfaga la condicién (1).

DEMOSTRACION Por el teorema 3(v), la condicién (2) equivale a

o +B) = Filxa) = (TBM _ gy ¢

limite
h—0 (IRl

Aqui, (Th); denota la i-ésima componente del vector columna Th. Ahora sea h =

ae; = (0,...,a,...,0), con el nimero a en el j-ésimo lugar y ceros en los demis.
Obtenemos
limite fi¥o +ae;) = fi(xo) — a(Te,)i| _
a—0 la|
o, en otras palabras,
, . i(x e;) — fi(x
hmlte ft( ota ]) f'( 0) —(Te,-),- = 0,
a—0 a
de modo que
h'mige fi(xo + ae;) — fi(xo) = (Tej);.
@ a

Pero este limite no es mas que la derivada parcial 8f;/3z; evaluada en el punto xo.
Asi, hemos probado que existe df;/dz; y es igual a (Te;);. Pero (Te;); = ti; (ver la
seccién 1.5), de modo que se sigue el teorema.

Nuestra siguiente tarea es mostrar que diferenciabilidad implica continuidad.

TEOREMA 8 Sea f:U C R™ — R™ diferenciable en xo. Entonces f es continua en Xq,
y mds ain, ||f(x) — f(x0)|]| < Mi||x — xo|| para alguna constante M; y x cerca de
Xo, X # Xo.
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DEMOSTRACION Usaremos el resultado del ejercicio 2 que est al final de esta seccién,
a saber, ||Df(x0)-h|| < M|h| donde M esla raiz cuadrada de la suma de los cuadrados
de los elementos en la matriz D f(x0).

Escoger ¢ = 1. Entonces, por la definicién de la derivada (ver la férmula (2)), existe
un §; > 0 tal que 0 < ||h|| < 8; implica

I (0 +h) = f(x0) — Df(x0) - hi| < effh|[ = ||h]}.

Nétese ahora que si ||hj| < 6, entonces

(%0 + k) = f(xo)ll = If (%0 + 1) = f(%0) — Df(x0) - B+ Df(x0) - hl|
S 1f(x0 +h) = f(x0) = Df(x0) - b +||Df(x0) - |
< |hll + M|hj = (1 + M)|h]j.

(Nétese que en esta derivacién usamos la desigualdad del tridngulo.) Haciendo M; =
14+ M se prueba la segunda afirmacién del teorema.

Sea ahora &’ cualguier nimero positivo y sea § el menor entre §; y &'/(1 + M).
Entonces |fh|| < 6 implica

[

I f(x0 4+ h) — f(xo0)|| < (1 + 114)1_1‘3_1‘Z =¢,

lo cual prueba que
limite f(xo +h) = f(xo)

o que f es continua en Xg. |

En la seccién 2.3 afirmamos que un importante criterio para asegurar diferenciabili-
dad es que las derivadas parciales existan y sean continuas. Probémoslo.

TEOREMA 9 Sea f:U CR™ — R™. Supongamos que existen todas las derivadas
parciales 3f;/3z; de f y son continuas en una vecindad de un punto x € U, Entonces
f es diferenciable en x.

DEMOSTRACION (En esta demostracién vamos a usar el teorema del valor medio del
calculo de una variable. Ver el enunciado en la pag. 135.

Consideraremos sélo €l caso m = 1, esto es, f:U C R* — R, el 'caso general lo
dejamos al lector {ver la demostracién del teorema 16 anterior). Tenemos que mostrar
que

If(x +h) - f(x) - Z [%(X)J hi
limite = =0.
h—o [I]i
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Escribir

fzi+hy, ooy zn+hs) — f(21,...,20)
=f(z14+hy,...,en+hn)— flzr, 22+ hay o0+ hy)
+ f(z1,22 + b2y .. T+ hn) — f(Z1, 22,23 + b3, ..., Zn+ ha) + -
+ f(z1,-- s Tt F hno1, Tn + hn) — f(z1,. .., Tn-1,Tn + hp)
4 £ @1y Tty Tn 4 ha) = f(z1,. . En).
(Esta. se llama una suma telescépica pues cada término se cancela con el siguiente o con

el anterior, excepto el primero y el iltimo.) Por €l teorema del valor medio, se puede
escribir esta expresién como

f(x+h)~ f(x) = [%()ﬁ):l hy + [a%f;(yz)} ha+ -+ [%(Yn)] B,

donde y; = (c1, 22+ hay...,Tn + hn) y 1 estd entre 1 y 1 + h1; y2 = (21,62, 23 +
ha,...,tn+hn)ycz estdentre 2y 22 + h2; y Yn = (Z1,...,Zn-1,¢n) donde ¢, estd
entre £, ¥ Tn + h,. Asi podemos escribir

fe+m) - 160 - 3 [ o] 1

t=1

=[G = o) e (G = 00)

Por la desigualdad del tridngulo, esta expresion es menor o igual que

2y = 2Leo| il 4+ [ ym) - 20 o
<{|lsEwo- Lol + -+ 2ZLvm) - 2L eo| b im,

pues |hi} < ||b||. Asi, hemos demostrado que

fom) = )= 30 [ L o) b

=1

oaf
az,

1|
d a
9 (1) - zfl(")'*“*lﬁ( n)-%(x) .

Pero como las derivadas parciales son continuas por hipétesis, el lado derecho tiende a
0 cuando h — 0, de modo que el lado izquierdo también tiende a 0. |
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TEOREMA 11: REGLA DE LA CADENA Sean U C R"™ y V C R™ abiertos. Sean
gUCR® = R™y f:VCR™ — RP funciones dadas tales que ¢ manda a U en
V, de modo que estd definida f o g. Suponer que g es diferenciable en xo y que f es
diferenciable en yo = g(xo). Entonces f o g es diferenciable en xo, y

D(f o g)(x0) = Df(yo)Dg(xo0).

DEMOSTRACION De acuerdo con la definicién de derivada, debemos verificar que

mite 1(0) = F(g(x0)) = D (y0)Dy(x0) - (x = x0)]| _ .

x—xo lIx = xof|

Primero reescribimos el numerador y aplicamos la designaldad del tridngulo como
sigue:
17 (9(x)) — F(9(x0)) — Df(yo) - (9(x) — g(x0))
+Df(yo) + [9(x) — g(x0) — Dyg(x0) + (x — xo)}}f
< (9(x)) = fg(x0)) = Df(¥o)  (g(x) — g(x0))l
+1Df(yo) - [g(x) = g(x0) — Dg(x0) - (x = Xo)]||- ®3)

Como en la demostracién del teorema 8, [Df(yo) - h| < M|/h|| para alguna constante
M. Asi, el lado derecho de la desigualdad (3) es menor o igual que

£ (9(x)) = f(g(x0)) = Df(yo) - (9(x) — g(x0))||
+ Mlg(x) - g(x0) — Dyg(x0) * (x — Xo)]|- (4)

Como g es diferenciable en xo, dado € > 0, existe §; > 0 tal que 0 < ||x — x%o|| < &
implica

llg(x) ~ g(x0) — Dg(xo) - (x =X0}l| _ _e_
[l — xof| oM’

Esto hace que el segundo término en la expresién (4) sea menor que £||x — xo]|/2.

Volvamos al primer término en la expresién (4). Por el teorema 8, ||g(x) — g(x0)|| <
M;|jx — xo|| para una constante M; si x estd cerca de Xp, digamos 0 < {|x — Xo|| < 82.
Escojamos ahora 63 tal que 0 < ||y — yol| < 83 implique

Sy — elly = yoll
1£(y) = f(yo) = DSf(yo) - (y —yo)ll < Y

Como y = g(x) ¥ yo = g(Xo), [y — ¥ol| < 8z si [|x —Xo|| < 83/M1 y ||x — Xo]| < 62, de
modo que

< &llx = x|

19(9()) = Flgx)) = DS(¥0) - (o(x) — o)) < L= 9Cxell] el =




176  DIFERENCIACION

Asi, si 6 = min(61, 62,83/M1), la expresién (4) es menor que

X—X ElIX — X,
efl > 0”+ Il - 0“=€”x__x0“,

de modo que
I|lf(g(x)) — f(g(x0)) — D f(yo)Dg{x0)(x — Xo)|| <fif_¢
2 2

lIx = %ol

para 0 < ||x — Xo|| < 8. Esto demuestra el teorema.
El estudiante ya conoce varios ejemplos que ilustran los teoremas anteriores. Consi-

deremos ahora uno de naturaleza mas técnica.

EJEMPLO 1 Sea
zy
Y ey (:L‘, ) # (0’ 0)
f(z,9)) =4 Vo2 +¢° !
0 (z,y) = (0,0)

iEs f diferenciable en (0,0)? (Ver la figura 2.7.1)

e N

Figura2.7.1 Esta funcién no es diferenciable en (0, 0) porque estd “torcida”.
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SOLUCION Notamos que

%(0,0) = limite _f_(w__O)_;f_(O_i)

(z-0)/Vz2+0-0

.. 0-0
= limite =0
z—0 4

= limite

z—0

y de manera anidloga, (8f/9y)(0,0) = 0. Asi, las derivadas parciales existen en (0, 0).
Ademis, si (z,y) # (0,0), entonces

f _y/rP+y? —2a(zy)/2/22+yF g 2%y

oz 2 +y? Vit (@ g

lo cual no tiene limite cuando (z,y) — (0, 0). Se obtienen limites diferentes cuando se
usan diferentes trayectorias para acercarse al punto, como bien se puede ver haciendo
£ = My. Asi, las derivadas parciales no son continuas en (0,0) y por lo tanto no
podemos usar el teorema 9.

Podemos ahora intentar demostrar que f no es diferenciable (sin embargo f es conti-
nua). Si existiera D f(0, 0), por el teorema 16 deberia ser la matriz cero, porque 8 f/dz
y 8f/3y son cero en (0,0). Asi, por la definicién de diferenciabilidad, para cualquier
€ > 0 existiria § > 0 tal que 0 < [|(k1, h2)|| < § implique

If(hl ) h2) = f(O» 0)‘
CR R

esto es,

|f (R, h2)| < el|(hs, h2)l|

{hihz| < e(B3 + B3).
Pero si escogemos h; = h3, esto queda como
i<e,

lo cual no serfa cierto si escogiéramos & < % Por lo tanto, f no es diferenciable en

0,0). A

EJERCICIOS

E Sea f(z,y,z) = (e, cos y,sen z). Calcular Df. En general, jcudndo ser4 Df una
matriz diagonal?

2. (a) Sea A:R"™ — R™ una transformacién lineal con matriz [a:;] de modo que Ax
tenga componentes y; = » . a;;z;. Sea M = (3 af-j)lﬂ. Usar la desigualdad de Schwarz
para demostrar que {[Ax| < M|x|].

(b) Usar la desigualdad deducida en la parte (a) para mostrar que una transfor-
macién lineal T:R™ — R™ con matriz [t;;] es continua. (El ejercicio continta en la
pagina 178.)
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(c) Sea A:R™ — R™ una transformacién lineal. Si

Wimite 2% — 0.
x—0 |||

mostrar que A = 0.

3. Sean f:A — By g: B — C funciones entre conjuntos abiertos del espacio eucli-
diano, y sea Xo un elemento de A o un punto frontera de A y yo un elemento de B o
un punto frontera de B.

(a) Si limite f(x) = yo y limite g(y) = w, mostrar que limite g{f(x)) no necesa-
x—Xg y—Yo X—Xg

riamente es igual a w.
(b) Siyo € By w = g(yo), mostrar que limite g(f(x)) = w.
xX—Xg

Se dice que una funcién f: A C R™ — R™ es uniformemente continua si para
todo € > 0 existe & > 0 tal que para todo p y q € A, ||p — q|] < § implica
|1 f(p) — f(Q)]| < €. (Nétese que una funcién uniformemente continua es continua; tra-
tar de describir explicitamente la propiedad extra que tiene una funcién uniformemente
continua.)

(a) Probar que una transformacién lineal T:R™ — R™ es uniformemente conti-
nua. (IDEA: Usar el ejercicio 2.)

(b) Probar que z +— 1/z° en (0,1] es continua pero no uniformemente continua.

5. Sea A = (ai;) una matriz simétrica de n x n (esto es, ai; = a;;} y definir f(x) =
X + Ax de modo que f:R"™ — R. Mostrar que V f(x) es el vector 2Ax.

6. En la figura 2.7.2 estd graficada la siguiente funcién:

2zy°

f(z,y) — 12+y4 (1‘7y)¢ (an)

0 (z,9) = (0,0)
Mostrar que df/dz y 0f/8y existen en todas partes; de hecho existen todas las deri-
vadas direccionales. Pero mostrar que f no es continua en (0,0). ;Es f diferenciable?

Sea f(z,y) = g(x)+h(y), y suponer que g es diferenciable en zo y h es diferenciable
en yo. Probar, a partir de la definicién, que f es diferenciable en (zo, yo).

8. Usar la desigualdad de Schwarz para probar que para cualquier vector v € R,

limite v ex = v » Xo.

X—Xg

9. Probar que si limite f(x) = b para f: A C R” — R, entontes

X—X0
limite [f(x)]> =b" y  limite \/|f(x)] = \/]b].
X —+Xg X=Xg

(Se puede usar el ejercicio 3(b).)
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Figura2.7.2 Gréfica generada por computadora de z = 2¢¢° /(2 + y*).

10. Mostrar que en el teorema 9, con m = 1, es suficiente suponer que son continuas
n — 1 derivadas parciales y que la otra existe. jConcuerda esto con lo que podria
esperarse para n = 17

@ Definir f: R? — R mediante

@%ﬁz)lﬁ (z,9) #(0,0)

0 (z!y) = (0’0)

f(z,y) =
Mostrar que f es continua.

T
12. (a) ;Existeel limite ———7
(@) ¢ (z,9)—(0,0) 2% + y?
3

b) ;Existe el limite ——=1
(b) ¢ (2,9)—(0,0) 22 + y2

2

13. Hallar el lMmite ——d .
(z,y)—(0,0) r? + y2

14. Probar que s:R? — R!| (z, y) +— = + y es continua.

15. Usando la definicién de continuidad, probar que f es continua en x si y sélo si

ll’;nqi%)e J(x+h) = f(x).
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16. (a) Se dice que una sucesién de puntos x, en R™ converge a x, y se escribe x, — x
cuando n — o0, si para todo € > 0 existe N tal que n > N implica ||x — x,|| < e.
Mostrar que y es un punto frontera de un conjunto abierto A si y sélo si y no estd en
A y existe una sucesién de puntos distintos de A, que converge a y.

(b) Sea f: ACR"™ — R™ yy un elemento de A o un punto frontera de A. Probar
que limite f(x) = b si y sélo si f(xn) — b para toda sucesién de puntos x, en A con
Xn _}xy'y

{c) Si U C R™ es un abierto, mostrar que f:I/ — RP es continua si y sélo si
Xn — X € U implica f(xn) — f(x).

17. Si f(x) = g(x) para todo x # ay si limite f(x) = b, entonces mostrar que también
xX—8a

limite g(x) = b.

18. Sean A C R" y sea xo un punto frontera de A. Sea f: A — Ry g: A — R funciones
definidas en A tales que existen limite f(x) y limite g(x), y suponer que para todo x
X—Xq X—Xg

en alguna vecindad agujereada de xo, f(x) < g(x). (Una vecindad agujereada de xo es
cualquier vecindad de xo, sin Xo.)
(a) Probar que limite f(x) < limite g(x). (IDEA: Considerar la funcién #(x) =
X —Xg X=X

g(x) — f(x); probar que limite ¢(x) > 0, y después usar el hecho de que el limite de la
X—Xg

suma de dos funciones es la suma de sus limites.)
(b) Si f(x) < g{x), ;necesariamente se tendra la desigualdad estricta de los
limites?

19. Dada f:AC R™ — R™, decimos que “f es o(x) cuando x — 0” si limite f(x)/
x—0

x|l = 0.

{a) Si fiy f2 son o(x) cuando x — 0, probar que fi + f> también es o(x) cuando
x — 0 (donde (f1 + f2)(x) = f1(x) + f2(x)).

(b) Sea g: A — R una funcién con la propiedad de que existe un nimero ¢ > ¢
tal que [g(x)] < c para todo x en A (se dice que g esti acotada). Si f es o(x) cuando
x — 0, probar que gf también es o(x) cuando x — 0 (donde (gf)(x) = g(x)f(x)).

(c) Mostrar que f(z) = z° es o(z) cuando z — 0. ;También g(z) = z es o(z)
cuando ¢ — 07

EJERCICIOS DE REPASO DEL CAPITULO 2

1. Describir las grificas de:

flz,y) =327 + 4

(b) flz,y)=zy+ 3z

2. Describir superficies de nivel y secciones adecuadas de las graficas de:
(a) f(z,y,2)=2c>+4* +:°
(b) f(z,y,2) =2’
f(z,y,2) = ryz
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3. Calcular la derivada D f(x) de cada una de las funciones siguientes:
(a) f(z,9) = (z"y, ™)
f(x) = (z,7)
(c) f(z,y,2)=¢€" +e¥+¢€”
(d) f(z,9,2)=(z,9,2)

4. Suponer que f(z,y) = f(y, z) para todo (z,y). Probar que
(0f/0x)(a,b) = (0f/9y)(b, a).

E’ Sea f(z,y) = (1 —2% = y2)1/2‘ Mostrar que el plano tangente a la grifica de f en
(%0, Yo, f(To, yo)) es ortogonal al vector (zq, yo, f(z0, yo)). Interpretar geométricamente.

6. Suponer que F(z,y) = (8f/9z) — (3f/dy) y f es de clase C*. Probar que
or [ OF _9f 0%
Jz dy ~ 9z%  0y?’

7. Hallar una ecuacién para el plano tangente a la grifica de f en el punto (zo, o,
(a) f1R?* =R, (z,9) 1 —~y+2, (zo,90) = (1,1)
(b) f:R2—~R,(:v,y)r—->z2+4y2, (zo,y0) = (2,-1)
f:R? — R, (z,y) — zy, (zo,90) = (—-1,-1)

(d) f(z,y) =log(z + y) + £ cosy + arctan(z + y), (zo,%0) = (1,0)
(e) flz,y) =/e2+9% (z0,90) = (1,1)
)

(1) f(e,y) ==y, (z0,30) = (2,1

8. Calcular una ecuacidén para los planos tangentes a las siguientes superficies en los
puntos indicados.
(a) =2 49>+ 2% =3, (1,1,1)
-2+ 4 =0, (1,1,1)
(¢} (cosz)(cosy)e® =0, (x/2,1,0)
(d) e =1, (1,1,0)

9. Dibujar algunas curvas de nivel de las funciones siguientes:
(a) f(z,y) = 141:1/ ,
(b) flz,y)=2"—zy—y

10. Considerar una funcién de temperatura T(z,y) = zsen y. Dibujar algunas curvas
de nivel. Calcular VT y explicar su significado.

11. Hallar los siguientes limites, si existen:

.. coszy — 1 L.
a limite ———— limite T+ z—y)|, z
(a) Jimite === Simite iz + )] =9l #y
12. Calcular las primeras derivadas parciales y los gradientes de las funciones siguien-
tes:

(a) f(r,y,2) =ze’+ycosz

fz,9,2)= (s +y+2)"°

() flz,9,2) = (2" +y)/=
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13. Sea F = Fi(z, y)i + F2(z, ¥)j un campo vectorial de clase C'. Mostrar que si F =
V f para alguna f, entonces 8F, /0y = 8F,/dx. Mostrar que F = y(cos z)i + z(sen y)j
no es un campo vectorial gradiente.

14. Sea y(z) una funcién diferenciable definida implicitamente por F(z,y(z)) = 0. Del
ejercicio 17(a), seccién 2.4, sabemos que

dy _ 9F[3z

dr = 9F/dy’
Considerar la superficie z = F(z,y), y suponer que F es creciente como funcién de z y
como funcién de y; i.e., 3F/8z > 0y dF/dy > 0. Mostrar, considerando la grifica y el
plano z = 0, que para z fija en z = 0, y deberd decrecer conforme z crece y  debera
decrecer conforme y crece. ;Concuerda esto con el signo menos en la {6rmula de dy/dz?

15. (a) Considerar la grifica de una funcién f(z,y) (figura 2.R.1). Sea (zo,yo) en
una curva C de nivel, de modo que V f(zo,y0) es perpendicular a esta curva. Mostrar
que el plano tangente a la grifica es el plano que (i) contiene la recta perpendicu-
lar a V f(zo,y0) y estd en el plano horizontal z = f(zo,¥0), y (ii) tiene pendiente
[IV f(zo, yo0)}| respecto al plano zy. (Por pendiente de un plano P respecto al plano zy
se entiende la tangente del dngulo 6, 0 < § < «, entre la normal a P que apunta hacia
arriba, p, y el vector unitario k.)

pendiente del plano tangente = ||V f||

curva de nivel elevada a la grifica

(X0, yo,f(xo, _Vo))
graficade f

d g (%05 )
curva de nivel

x” Vf(%o, o)

Figura2.R.1 Relacion entre el gradiente de una funcién y el plano tangente a la grafica
de la funcién (ejercicio 15(a)).

(b) Usar este método para mostrar que el plano tangente a la grifica de f(z,y) =
(z + cos ;q):c2 en (1,0,2) es como el que se ha dibujado en la figura 2.R.2.

Hallar el plano tangente a la superficie z = z° + y* en el punto (1, —2,5). Explicar
el significado geométrico para esta superficie, del gradiente de f(z,y) = 22 + y2 (ver el
ejercicio 15).
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Figura 2.R.2 Plano al cual hace referencia el ejercicio 15(b).

17. ;En qué direccién es igual a cero la derivada direccional de f(z,y) = (2 —y?)/(z*+
y?) en (1,1)?

18. Hallar la derivada direccional de la funcién dada en el punto dado y en la direccién
del vector dado.

(a) f(z,¥, 2z) = €” cos(yz),po = (0,0,0),v = (2,1, -2)

f(2,9,2) = y + vz + 22,90 = (1,1,2),v = (10, - 1,2)

19. Hallar el plano tangente y la normal al hiperboloide 2+ y* —2° = 18 en (3,5, —4).

20. Sea (z(t),y(t)) una curva en el plano, 0 <t <1, y sea f(z,y) una funcién de dos
variables. Suponer que f.z + fyy < 0. Mostrar que f(z(1),y(1)) < f(z(0), ¥(0)).

@ Un insecto se halla en un medio ambiente téxico. El nivel de toxicidad estd dado
por T(z,y) = 22 — 4y°. El insecto est4 en (—1,2). ;En qué direccién deberd moverse
para disminuir lo mds ripido posible la toxicidad?

22. Hallar la direccién en la cual la funcién w = z? + zy crece mis rapidamente
desde el punto (—1,1). ;Cuil es la magnitud de Vw en esta direccién? Interpretar
geométricamente esta magnitud.

23. Sea f definida en un conjunto abierto S en R"™. Decimos que f es homogénea de
grado p sobre S si f(Ax) = AP f(x) para todo real A y para todo x en S para el cunal
Ax € S.

(a) Si dicha funcién es diferenciable en x, mostrar que x - V f(x) = pf(x). Esto
se conoce como el teorema de Euler para funciones homogéneas. [IDEA: Para x fija,
definir g(A) = f(Ax) y calcular g’(1).]

(b) Hallar p y verificar ¢l teorema de Euler para la funcién f(z,y,2) =z — 2y —

VEz, £z > 0.
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24. Probar que si f(z,y) satisface la ecuacién de Laplace

*f  f
922 T oy =

entonces también la satisface la funcién
— (¥
¢(z1y)'—f (z2+y27z2+y2) pa.Ia (xvy)¢(0a0)'
(Una funcién que satisface la ecuacidén de Laplace se llama armdnica.)

25. Probar que las funciones
(a) f(z,y) =log(z” +4°)

1
g(xvy)z) = ‘(z"2+y2 +22)1/2

1
(C) h(x»yvsz)"‘ $2+y2 +22+w2

satisfacen las respectivas ecuaciones de Laplace
(a) fez+ fyy=0
(b) g2z +gyy +92: =0
(¢) how+hyy+hey +hyyw =0

donde frr = 8° f/0z?, etc.

26. Siz =[f(z - y)]/y, demostrar que z + y(9z/dz) + y(d2/dy) = 0.

27. Dado z = f((z + y)/(z — y)) para f una funcién de clase C*, mostrar que
3z 9z

oz Y95, ay

28. Sea f con derivadas parciales 3 f(x)/9z:, donde ¢ = 1, 2,..., n, en cada punto x
de un conjunto abierto U en R"™. Si f tiene un maximo local o un minimo local en el
punto Xo en U, mostrar que 8 f(x0)/dz; = 0 para cada s.

29. Considerar las funciones definidas en R? mediante las férmulas siguientes:
() f(z,9) =2y/(s> +9°) si (2,9)#(0,0),  f(0,0)0=0

f(z,y) =2 [(* +4') si (z,9) #(0,0),  f(0,0)=0

(a). Mostrar, en cada caso, que las derivadas parciales df(z,y)/dz y 9f(z,y)/0y
existen para todo (z,y) en R?, y evaluar estas derivadas explicitamente en términos
de z y y.

(b) Explicar por qué las funciones descritas en (i) y (ii) son diferenciables o no,
en (0,0).

30. Calcular el vector gradiente V f(z,y) en todos los puntos (z,y) en R? para cada
una de las funciones siguientes:

(a) f(z,y) =2y’ log(z®> +¥*) si (z,y) # (0,0), f(0,0)=0
f(z,9) = zysen(1/(z* +9*)] si (2,9)#(0,0),  f(0,0)=0
31. Dada una funcién f definida en R?, sea F(r,8) = f(r cos 9, r sen 8}. Por ejemplo, si

f(z,y) = z/(z? + y*), entonces F(r,8) = (cos8)/r. (El ejercicio contintia en la pigina
siguiente.)
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{a) Suponer que f cumple las propiedades de diferenciabilidad adecuadas, y mos-
trar que

oF

ar —(r,0) = c050 f(z y) + senl) f(x,y)

2
;T;F(r’ 0) = cos20 f(z ¥) +2sen9cos€ f(:c,y) + sen? 0 f(:c,y)

donde z = rcosf, y = rsené.
(b) Verificar la férmula

2
IV f(rcos 8, rsen o> = (E%F(r,(;» + ;12_ ((—;%F(r, 0))

32. (a) Sean u =i-2j+2ky v = 2i+j— 3k. Hallar: jul]], u-v, u x vy un vector
que apunte en la misma direccién que u pero de longitud unitaria.
(b) Hallar la tasa de cambio de ¥ sen(z, y, z) en la direccién u en (0,1, 1).

33. Hallar las derivadas direccionales de las siguientes funciones en el punto (1,1) en
la direccién (i +j)/\/§:
(a) f(z,y) =z tan"'(z/y)

f(z,y) = Cos(m)

() f(z,y) =exp(—z* — ¢°)

34. Suporer que f es una funcién diferenciable de una variable y que una funcién
u = g(z, y) estd definida por

u=g(z,9) —xyf( yy)

Mostrar que u satisface una ecuacién diferencial (parcial) de la forma

2_aﬂ 2 Ju

_ 2% _¢
Tor ¥ dy (@ y)u

y hallar la funcién G(z,y).

35. Denotemos por h(z,y) = 2e=" + ¢~ 1a altura de una montafia en la posicién
(z,9). :En qué direccién desde (1,0) deberiamos comenzar a caminar para escalar lo
mas rapido posible?

36. Calcular una ecuacién para el plano tangente a la grifica de

T

€
f(z’y)—:z—?-i-—y?

enz=1y=2.
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37. (a) Presentar un enunciado cuidadoso de la forma general de la regla de la cadena.

Sea f(z,y) = z?+y y sea h(w) = (sen 3u, cos 8u). Sea g(u) = f(h(u)). Calcular

dg/du en u = 0 de dos maneras, directa y usando la regla de la cadena.

38. (a) Trazar las curvas de nivel de f(z,y) = —z% — 9y? para c =0, —1, —10.
(b) En la figura, dibujar V f en (1,1). Explicar.

En el tiempo ¢ = 0, se lanza una particula desde el punto (1, 1, 1) sobre la superficie
£242y? 4322 = 6 en una direccién normal a la superficie con una rapidez de 10 unidades
por segundo. (En qué instante cruza la esfera 2 + y* 4 2% = 103?

40. ;En qué punto(s) de la superficie del ejercicio 39 es el vector normal paralelo a la
recta z =y = 27

41, Calcular 82/0x y 9z/dy si

u2+v2

v Tv -y
b
u? —v?

z = u=e"""Y, v=¢"Y

(a) por sustitucién y calculo directo y (b) por la regla de la cadena.

Calcular las derivadas parciales como en el ejercicio 41 si z = uv, u = 4+ 7y y
v=1—y.

43. ;Dénde falla el siguiente argumento? Suponer que w = f(z,y) v y = z°. Por la

regla de la cadena,

ow _Jwdz  owdy dw ., Ow

dr ~ 9z dr By 8z 9z T Ay’
Por lo tanto, 0 = 2z(3dw/3y), y asi, dw/dy = 0. Dar un ejemplo claro para ver que esto
es incorrecto.

44. Un bote navega hacia el noreste a 20 km/h. Suponiendo que la temperatura des-
ciende a una tasa de 0.2°C/km en la direccién norte y 0.3 °C/km en la direccién este,
icual es la tasa de cambio de la temperatura con respecto al tiempo observada en el
bote?

Usar la regla de la cadena para hallar una férmula para (d/dt)exp[f(1)g(?)].

46. Usar la regla de la cadena para hallar una férmula para (d/dt)(f(2)%*).

47. Verificar la regla de la cadena para la funcién f(x,y, z) = [In(1422+22%)]/(1+¢°%)
y la curva o(2) = (t,1 — 3, cos t).

48. Verificar la regla de la cadena para la funcién f(z,y) = z°/(2 4 cosy) y la curva
r=¢,y=¢"

49. Suponer que u(z,t) satisface la ecuacién diferencial u; + wu, = 0 y que z, como
funcién & = f(t) de t, satisface dz/dt = u(z,t). Probar que u(f(t), ) es constante en t.
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El desplazamiento en el tiempo t y posicién horizontal sobre una recta z de cierta
cuerda de violin estd dada por u = sen(z — 6t) + sen(z + 6t). Calcular la velocidad de
la cuerda en z =1 cuando t = }.

51. La ley del gas ideal PV = nRT incluye una constante R, el nimero n de moles
del gas, el volumen V, la temperatura en grados Kelvin T y la presién P.

(a) Mostrar que cada una: n, P, T y V es funcién de las variables restantes, y
determinar explicitamente las ecuaciones que las definen.

(b) Calcular aV/8T, 8T/0P y 3P/3V, y mostrar que su producto es igual a —1.

52. La temperatura potencial 8 estd definida en términos de la temperatura 7 y la

presion p mediante
0.286
1000
=T ——
Y4

La temperatura y la presién se pueden pensar como funciones de la posicién (z,y, z)
en la atmdésfera y también del tiempo ¢.

(a) Hallar férmulas para 96/9z, 89/dy, 06/0z y 86/t en términos de las deriva-
das parciales de T' y p.

(b) La condicién 88/3z < 0 se considera como atmdsfera inestable, pues conduce
a grandes excursiones verticales de parcelas de aire a partir de un solo impetu hacia
arriba o hacia abajo. Los meteordlogos usan la férmula

0 _0(of, 4

9z T \ 9z Gy
donde g = 32.2 y C, es una constante positiva. ;Cémo cambia la temperatura hacia
arriba en una atmésfera inestable?

@ El volumen especifico V, la presién P y la temperatura 7' de un gas de van der
Waals estdn relacionados mediante P = RT/(V — 8) — a/V?, donde «a, 8 y R son
constantes.

(a) Explicar por qué cualesquiera dos de V, P y T se pueden considerar variables
independientes que determinan la tercera variable.

(b) Hallar 8T /3P, dP/0V, 8V /IT. Identificar cudles variables son constantes e
interpretar fisicamente cada derivada parcial.

(c) Verificar que (3T/9P)(0P/OV)(8V/OT) = —1 (ino +1!).

La altura & del volcin hawaiano Mauna Loa se describe {aproximadamente) me-
diante la funcién h(z,y) = 2.59 — 0.00024y> — 0.00065z2, donde h es la altura sobre el
nivel del mar en millas y z y y miden las distancias este-oeste y norte-sur, respectiva-
mente, en millas, a partir de la cima de la montana. En (z,y) = (-2, —4):

(a) ;Con qué rapidez se incrementa la altura en la direccién (1,1) (esto es, hacia
el noreste)? Expresar la respuesta en millas de altura por milla de distancia horizontal
recorrida.

(b) ¢(En qué direccién va la trayectoria hacia arriba mds empinada?
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55. (a) ;En qué direccién es igual a cero la derivada direccional de f(z,y) = (z° —
v)/(* + %) en (1,1)7

(b) {Qué sucede en un punto arbitrario (zo,yo) en el primer cuadrante?

(c) Describir las curvas de nivel de f. En particular, analizarlas en términos del
resultado de (b).

% — y* = ¢, para cualquier valor de c, satisface la

56. (a) Mostrar que la curva «
ecuacién diferencial dy/dz = z/y.
(b) Trazar algunas de las curvas z° — y° = ¢, digamos para ¢ = £1. En varios

puntos (z,y) a lo largo de cada una de estas curvas, trazar un pequefio segmento de

2

pendiente z/y; verificar que estos segmentos parecen tangentes a la curva. ;Qué sucede
cuando y = 0?7 ;Qué sucede cuando ¢ = 07

57. ;Qué condiciones cumple la funcién f(z,y) si el campo vectorial k X V f es un
campo vectorial gradiente? (Ver el ejercicio 13.)

*58. (a) Sea F una funcién de una variable y f una funcién de dos variables. Mostrar
que el vector gradiente de g(z,y) = F(f(z,y)) es paralelo al vector gradiente de f(z, y).
(b) Sean f(z,y) y g(z,y) funciones tales que Vf = AVyg para alguna funcién
A(z,y). {Cudl es la relacién entre las curvas de nivel de f y g7 Explicar por qué puede
haber una funcién F tal que g(z,y) = F(f(z,y)).



3 FUNCIONES CON
VALORES VECTORIALES

.. .quien con vigor mental casi divino, fue el primero en demos-
trar los movimientos y formas de los planetas, las trayectorias
de los cometas y el flujo de las mareas.

EPITAFIO DE NEWTON

Uno de nuestros objetivos principales en el capitulo 2 fue el estudio de las fun-
ciones con valores reales. En este capitulo nos ocuparemos de las funciones cuyos
valores son vectores. Comenzamos en la seccién 3.1 con trayectorias, que son
funciones de R a R™. Después pasaremos a campos vectoriales e introduciremos
las principales operaciones del calculo diferencial vectorial ademas del gradiente,
a saber, la divergencia y el rotacional. Consideraremos algunos de los aspectos
geométricos asociados a estas operaciones, tal como lo hicimos para el gradiente,
pero los resultados que tienen las aplicaciones fisicas mds importantes tendran
que esperar hasta que hayamos estudiado teoria de la integracién.

3.1 TRAYECTORIAS Y VELOCIDAD

Con frecuencia consideramos una curva como una. linea trazada sobre un papel,
tal como una linea recta, un circulo, o una curva senoidal. Para tratar de manera
efectiva con estos objetos, resulta conveniente pensar una curva en R" como el
conjunto de valores de una funcién que manda un intervalo en R a R". A dicha
funcién le llamaremos trayectoria. Una trayectoria estd en un planosin = 2,y
en el espacio si n = 3. La imagen de la trayectoria corresponde, entonces, a la
linea que vemnos en el papel (ver la figura 3.1.1).
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o (b)

curva = imagen de o

6 (a)

s 5

——— y

o = trayectoria

x " a b

Figura 3.1.1 La funcidén o es la trayectoria; su imagen es la curva que “vemos”.

En esta seccién definiremos de manera precisa el concepto de trayectoria, da-
remos algunos ejemplos y mostraremos cémo las trayectorias pueden modelar
el camino que siguen objetos en movimiento. Después definiremos velocidad y
aceleracion de trayectorias y aplicaremos estas ideas a la segunda ley de Newton,
del movimiento, y al movimiento de los planetas en érbitas circulares.

DEFINICION Una trayectoria en R" es una funcion a:[a,b] — R". Si o es
diferenciable, decimos que o es una trayectoria diferenciable. Si o es de clase
C1, decimos que o es una C! trayectoria. Los puntos o(a) y a(b) se llaman
extremos de la trayectoria. La imagen de o se llama curva de o.

Es 1til denotar la variable como ¢ y pensar que (t) va trazando una curva
en R™ conforme ¢t va variando. A menudo imaginamos ¢ como el tiempo y o(t)
como la posiciéon de una particula en movimiento en el tiempo ¢. Si o es una
trayectoria en R3, podemos escribir a(t) = (2(t), y(t), 2(t)) y llamamos a z(t),
y(t) y z(t), funciones componentes de o. Queda claro que de manera similar
podemos formar funciones componentes en R? o, en general, en R™.

EJEMPLO 1 Larecta L en R® que pasa por el punto (2o, yo, 20) en la direccién
del vector v es la curva de la trayectoria

o(t) = (zo, Y0, 20) + tv

para t € R (ver la figura 3.1.2). A
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o (1) = (xo, Vo, 20) + ¥

(X0, Yo, Z0)

Figura 3.1.2 L es la recta en el espacio que pasa por (zo, Yo, 20) en direccién de v; su
ecuacién es o(t) = (zo, yo, z0) + tv.

EJEMPLO 2 El circulo unitario en el plano esta representado por la trayectoria
R - R? o(t) = (cost,sent)

(ver la figura 3.1.3). La imagen de &, esto es, el conjunto de puntos a(t) € R?
parat € R, es el circulo unitario. A

—

o(1)

Figura 3.1.3 o(t) = (cost,sent) es una trayectoria cuya imagen es el circulo unitario.
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EJEMPLO 3 La trayectoria a(t) = (¢,t?) tiene una curva que es un arco pa-
rabdlico. La curva coincide con la grafica de f(z) = z? (ver la figura 3.1.4).
A

{(t,:>)eR*|te R}

a1

Figura 3.1.4 La imagen de o(t) = (t,t*) es la pardbola y = z°.

EJEMPLO 4 Lafuncidén o:t +— (t—sent, 1—cost) describe la funcién de posicién
de un punto en un circulo de radio 1, que va rodando. El circulo esta en el plano
zy y rueda a lo largo del eje = con rapidez constante; esto es, el centro del circulo
se mueve hacia la derecha a lo largo de la recta y = 1, con rapidez constante de 1

o:t—(t —sent, | —cost)

\

2r

Figura 3.1.5 Esta curva se llama cicloide. Es la trayectoria descrita por un punto mo-
viéndose sobre un circulo que rueda.



3.1 TRAYECTORIAS Y VELOCIDAD . 193

radidn por unidad de tiempo. El movimiento del punto o (t) es mds complicado;
su curva se conoce como cicloide (ver la figura 3.1.5). A

Por lo general, las particulas que se mueven en el espacio lo hacen en curvas
suaves. Por ejemplo, las particulas, usualmente, no desaparecen y espontanea-
mente reaparecen en otro punto, ni cambian repentinamente de velocidad. Asi,
por el resto de esta seccidn, restringiremos nuestro estudio a trayectorias sufi-
cientemente suaves, digamos C?.

En el capitulo 2 aprendimos que si o es una trayectoria en R3 su derivada,
Do (t), es una matriz de 3 x 1:

(1)
Do(t) = | 4'(2)
2 (1)

Sea o'(t) el correspondiente vector (renglén). Asi,
o'(t) = (z'(8), ¥’ (1), (1))

de modo que,

o' (to) = limite Tl T 1) = (o)
R0 h .

Si nos referimos a la figura 3.1.6, podemos argumentar intuitivamente que el vec-
tor &'(to) debera ser paralelo a larecta L, tangente a la trayectoria o en el punto
o(tg), y que debera representar la velocidad de la particula. En efecto,

a(to + k) — o(to)
h

representa la velocidad dirigida promedio en el intervalo de tiempo de tg atg+h
(es decir, el desplazamiento total dividido entre el tiempo transcurrido). Por lo
tanto, cuando h — 0, esta expresion tiende al vector de velocidad instantanea.
Esto conduce a la siguiente definicién.

DEFINICION Sea o:R — R3 una trayectoria de clase C'. El vector velocidad
en o(t) estd dado por v(t) = o'(t) = (2'(t),y'(t),7'(t)), y la rapidez de la
particula estd dada por S(t) = ||o’(t)||, la longitud del vector o'(t).

Como el vector velocidad o”(to) es paralelo a la recta L tangente a la trayecto-
ria t — o(t) en el punto o(ty), una ecuacién de la recta L tangente a ¢t +— o (t) en
o(ty) deberd estar dada por la férmula A — o (t9) + Ao’(t5), donde el parametro
A varia entre los nimeros reales (ver la figura 3.1.7).
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z z

2

6t + h) o(th + hy)

ot + hy) — lto)

o (to + hy)

hz < hl;
ot + h) —a(t)

cuando h — 0

x (a) X (b)

x ©

Figura 3.1.6 Ilustracién de la geometria de la definicién de la derivada de una trayecto-

ria: o' (to) = limite p—o[o(to + k) — o (to)}/h.

(a) [o(to + k) — 0 (20)]/h es un vector paralelo al vector que va de o(to) a o(to + h)
para h = h;.

(b) El mismo vector para un incremento menor h = hs.

(c) Caso limite h — 0.

DEFINICION Sea o una curva de clase C' en R3. La recta tangente a o en

o(tg) estd dada en forma paramétrica por*

l(/\) = d(to) + Aal(to)‘

*Hablando estrictamente, esta definicién se deberd usar sdlo si 0/ (to) # 0. Ver razones en la

pagina 205.
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Figura 3.1.7 La recta L tangente a una trayectoria o en (o) tiene la ecuacién 1(A) =

o(te) + AU"(to).

EJEMPLO 5 Si o:t — (cost,sent,t), entonces el vector velocidad es v(t) =
o'(t) = (—sent,cost,1). La rapidez de un punto es la magnitud de la velocidad:

S(t) = [v(®)l| = (sen” t + cos® t +1)'/* = V2.

Asi, el punto se mieve con rapidez constante, aunque su velocidad no sea cons-
tante, pues cambia continuamente de direccién. La trayectoria del punto cuyo
movimiento estd dado por o se llama hélice (circular recta) (ver la figura 3.1.8).
La hélice esta sobre un cilindro circular recto. A

N

VA

N

A%

Figura 3.1.8 o(t) = (cost,sent,t) es una hélice circular recta.
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Dada una particula moviéndose sobre una trayectoria o (t), es natural definir
la tasa de cambio del vector velocidad como aceleracion. Asi,

a(t) = a”(t) = (z"(2), 4" (), " (¥)).

Si una particula de masa m se mueve en R3, la fuerza F que actiia sobre ella
en el punto o(t), se relaciona con la aceleracion por medio de la segunda ley de
Newton:

F(o(t)) = ma(t).

En particular, si no actia fuerza alguna sobre una particula, a(t) = 0, de modo
que o'(t) es constante y la particula sigue una recta.

EJEMPLO 6 Considerar una particula moviéndose sobre la trayectoria descrita
en el ejemplo 5, donde t es el tiempo. En el tiempo t = « la particula deja la
trayectoria y se va por una tangente (como se despega el lodo de una rueda de
bicicleta). Hallar la ubicacién de la particula en el tiempo t = 2%. Suponer que
ninguna fuerza actiia sobre ella después de dejar la hélice (ver la figura 3.1.9).

SOLUCION  Notamos que v(7) = (0,—1,1), de modo que la particula, después
de dejar la primera curva, viaja en trayectoria recta a lo largo de larecta L, que es
paralela al vector velocidad v(7) = &’(7). Si t — c(t) representa la trayectoria
de la particula para t > m, el vector velocidad, ¢/(t), debe ser constante, ya

L —
v(w) trasladado
a a(r)

Figura3.1.9 Biisqueda del vector velocidad de la hélice circular recta. (El dibujo no estd
a escala.)
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que después de que la particula deja la curva ninguna fuerza actia sobre ella.
Entonces ¢/(t) = o/(7) = v(7) = (0,-1,1) y ¢(7) = o () = (-1,0,7).

Como t — c(t) es una trayectoria recta paralela a v(), su ecuacién esta dada
por t — w +tv(w) = w +t(0,—1,1), donde w es algiin vector constante. Para
hallar w notamos que ¢(7) = w + 7(0,—1,1) = o(7) = (—1,0,7), de modo que
w = (—-1,0,7) - (0,—m,7) = (—1,,0). Asi, c(t) = (-1,7,0) +¢(0,-1,1). En
consecuencia, ¢(27) = (-1, ,0) + 27r( -1,1)=(-1,-m27). A

En el problema para determinar la trayectoria o(t) de una particula, dada su
masa, posicién y velocidad iniciales, y una fuerza, la ley de Newton se vuelve
una ecuacion diferencial, (i.e., una ecuacién que incluye derivadas) para o(t), y
se pueden usar las técnicas de las ecuaciones diferenciales para resolverlo. Por
ejemplo, un planeta moviéndose alrededor del Sol (considerado situado en el
origen en R3) en una trayectoria r(t) obedece la ley

GmM GmM
mr”(t ———p(t), o abreviando, mr” = — ¥,
O ="arF" 7
donde M es la masa del Sol, m la del planeta r = |[r|| y G es la constante
gravitacional. La relacién usada para determinar la fuerza F = ~GmMr/r3, se

llama ley de la grawtacmn de Newton (ver la figura 3.1. 10) No investigaremos
en este libro la solucidén de dichas ecuaciones, sino que nos conformaremos con
el siguiente caso particular.

Figura 3.1.10 Una masa M atrae a una masa m con una fuerza F dada por la ley de la
gravitacién de Newton: F = —-GmMr/r3,

. , s [,
EJEMPLO 7 Considerar una particula de masa m moviéndose con rapidez cons-
tante S en una trayectoria circular de radio rp. Entonces, suponiendo que se
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mueve en el plano zy, podemos suprimir la tercera componente y escribir

tS tS
r(t) = | rocos —,rosen — |},
To To

pues éste es un circulo de radio rg y ||[r'(t)|| = S. Entonces podemos ver que

52
o = — :g—l’(t).

2 2
a(t)=1r"(t) = (-—f‘~ cos tT-S, 3 sen :—S>
0 0 0

Asi, la aceleracién va en direccién opuesta a r(t); esto es, se dirige hacia el
centro del circulo (ver la figura 3.1.11). Esta aceleracion multiplicada por la
masa de la particula se llama fuerza centripeta. Nétese que aunque la rapidez es
constante, la direccion de la velocidad cambia continuamente, por lo cual resulta
una aceleracion.

Figura 3.1.11 La posicién de una particula moviéndose con rapidez S en un circulo de
radio ro estd dada por la ecuacién

r(t) = (ro cos(tS/ro), ro sen(tS/ro)),

y su aceleracién por a(t) = —S%r(t)/r2.

Supongamos ahora que tenemos un satélite de masa m moviéndose con una
rapidez S alrededor de un cuerpo central con masa M en una érbita circular de
radio rp (distancia al centro del cuerpo esférico central). Por la segunda ley
de Newton F = ma, obtenemos

S?m GmM

- 3
To To

r(t).
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Las longitudes de los vectores en ambos lados de esta ecuacién deben ser iguales.
Por lo tanto
_GM

To

52

Si T es el periodo de una revolucién, entonces 27rg /T = S; sustituyendo este
valor por S en la ecuacidn anterior y despejando T', obtenemos la regla:

2 2
T2 =13 ( Gﬂl'l)l .
Asi, el cuadrado del periodo es proporcional al cubo del radio. A

Hemos definido dos conceptos bdsicos asociados con una trayectoria: su ve-
locidad y su aceleracién. Ambos estan relacionados con calculo diferencial. El
concepto fundamental de longitud de una trayectoria, relacionado con calculo
integral, se tratara en la siguiente seccion.

NOTA HISTORICA

El ejemplo 7 ilustra una de las tres famosas leyes que Kepler dedujo antes de gque
Newton formulara sus leyes; permite calcular el periodo de un satélite cuando estd
dado el radio de su érbita, y viceversa. Newton pudo deducir las tres leyes celestes
de Kepler a partir de su propia ley de gravitacién. El preclaro orden matemadtico del
universo establecido por estos hombres y sus contemporineos tuvo un gran impacto en
el pensamiento del siglo dieciocho.

Newton jamas escribié sus leyes como ecuaciones analiticas. El primero en hacerlo
fue Euler, alrededor de 1750. (Ver C. Truesdell, Essays in the History of Mechanics,
Springer, Nueva York, 1968.) Newton hizo sus deducciones sélo por medios geométricos
(al menos en lo publicado).

EJERCICIOS

1. Hallar o’(t) y o’(0) en cada uno de los casos siguientes.
(a) o(t) = (sen 27t, cos 27t, 2t — %) o(t) = (¢!, cost,sent)
(c) o(t) = (%t —41,0) (d) o(t) = (sen2t,log(l +t),1)

2. Determinar los vectores velocidad y aceleracién, y la ecuacién de la recta tangente
para cada una de las curvas siguientes en el valor especificado de t.

(a) r(t)=6ti+33j+ °k,t =0 o(t) = (sen 3t, cos 3¢, 263/2) 4 = 1
(c) o(t) = (cos®t,3t ~ 13 t),t =0 (d) o(t) =(0,0,¢),t=1
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3. Hallar los vectores velocidad y aceleracidn y la ecuacién de la recta tangente para
cada una de las curvas siguientes, en el valor dado de t.

(a) r(t) = (cost)i+ (sen2t)j,t =0 o(t) = (tsent,tcost,v/3t),t =0
(c) r() =V2ti+e'j+e 'k, t=0 (d) o(t) =ti+tj+ 2t*’k,t =9

4. ;Qué fuerza actda en el ejercicio 2(a), sobre una particula de masa m en t = 0 si
sigue la trayectoria dada?

Sea una particula de 1 gramo (g) de masa, que siga la trayectoria del ejercicio
3(a), con unidades en segundos y centimetros. ;Qué fuerza actiia sobre ella en t = 07
(Escribir las unidades en la respuesta.)

6. Sea o una trayectoria en R® con aceleracién cero. Probar que o es una recta o un
punto.

7. Hallar la trayectoria o tal que a(0) = (0, —5,1) y o'(t) = (8, &', t*).
8. Hallar trayectorias o(t) que representen las siguientes curvas o trayectorias. Esbo-

zar.
@ {vly=e)  [B) ()l +* =1}
(c) Una recta en R® que pasa por el origen y el punto (a,b, c)
(@) {(z,9)[9% + 1647 = 4)
9. Un satélite da vueltas a 500 km sobre la Tierra en érbita circular. Calcular su
periodo. (G = 6.67 x 107! N - m?/kg?, M = 5.98 x 10** kg = masa de la Tierra,

radio de la Tierra = 6.37 x 10°km. Aqui G esti dada en unidades MKS —metros,
kilogramos, segundos.)

10. Suponer que una particula sigue la trayectoria o(t) = (e, e, cos t) hasta que sale
por una tangente en ¢ = 1. ;Dénde estd en t = 27

11. Suponer que una particula que va siguiendo la trayectoria o(t) = (12,t° — 4¢,0)
sale por una tangente en t = 2. Calcular la posicién de la particula en t = 3.

12. Probar las reglas siguientes para trayectorias diferenciables (en R™ para (a) y R?
para (b)).

d
(@) Lo - ot = 2 (1) +o(t)- 22
L1o(t) x o] = 3 s p(1) + o (1) x %2
13. Probar la siguiente regla para trayectorias diferenciables en R?:
o) [0 x 7]} = 22 o) x (0] + 0(2) - |28 (1)

o))« [0 x ]
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Sea o(t) una trayectoria, v(t) la velocidad y a(t) la aceleracién. Suponer que F es
una funcién de R® en R?, m > 0 y F(o(t)) = ma(t) (segunda ley de Newton). Probar
que

dit[ma(t) < v(8)] = o(t) x F(a(t))

(es decir, “tasa de cambio del momento angular = torca”). ;Qué se puede concluir si
F(o(t)) es paralelo a o(t)? ;Es este el caso del movimiento planetario?

15. Continuar las investigaciones en el ejercicio 4 para probar la ley de Kepler que
afirma que un planeta en movimiento alrededor del Sol efectiia ese movimiento en un
plano fijo.

3.2 LONGITUD DE ARCO

Considerar una trayectoria dada o (t). Podemos pensar & (t) como la trayectoria
de una particula con rapidez S(t) = [|o”()||; esta trayectoria traza una curva en
el espacio. ;Cual es la longitud de esta curva conforme t varia de, digamos, a a b?
Intuitivamente, esto debiera ser precisamente el total de la distancia recorrida,

esto es fab S(t) dt. Esto nos conduce a lo siguiente.

DEFINICION Sea o:[a,b] — R™ una trayectoria de clase C'. La longitud de o
est4 definida como

i(o) = [ |lo’ ()] dt.

En R3, la férmula es

(o) = [ /IO + [V (P + [# (] dt,

y para curvas en R?, la férmula es

(o) = [ V=" + [y (1) dt.

EJEMPLO 1 La longitud de arco de la curva o(t) = (rcost,rsent), para 0 <
t<2m, es

1= 02" \/(—r sent)? + (rcost)? dt = 27,

lo cual no es mas que la circunferencia de un circulo de radio r. Si permitimos
que 0 < t < 4m, hubiéramos obtenido 4nr, pues la trayectoria recorreria dos
veces el mismo circulo (figura 3.2.1). A
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Figura 3.2.1 La longitud de arco de un circulo recorrido dos veces es 47r.

EJEMPLO 2 Hallar la longitud de arco de la hélice definida por p:[0,47] — R3,
t + (cos 2t,sen 2t, \/gt)

SOLUCION  El vector velocidad es p/(t) = (—2sen 2t,2 cos 2t,v/5) que tiene la
magnitud

'Ol = \/4(sen 2t)2 + 4(cos 2t)2 + 5 = V9 = 3.

Entonces la longitud de arco de p es

()= [P Wl dt= [{"3dt =122, A

EJEMPLO 3 Considerar el punto con funcién de posicion o:t — (t —sent,1 —
cost) que traza la cicloide estudiada en el ejemplo 4, seccién 3.1. Hallar la velo-
cidad, rapidez y longitud de arco.

SOLUCION  El vector velocidad es o/(t) = (1—cost,sent) y la rapidez del punto
o(t) es

le' | = /(1 — cos t)? + sen?t = /2 — 2 cost.

Por lo tanto, o(t) se mueve con rapidez variable, no obstante que, como ya
descubrimos, el circulo rueda con rapidez constante. Mas atin, la rapidez de o (t)
es cero cuando ¢ es un multiplo entero de 27. En estos valores de t, la coordenada
y del punto o (1) es cero por lo que el punto esta en el eje z. La longitud de arco
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de un ciclo es

(o) = fohx/Q — 2costdt

:2/27r I—COStdi
o V 2
2T

t i
::2] sen © dt (l—cost=25en2-— y sen—-2>0 en [0,21r])
A 2 2 2

*SECCION OPTATIVA

En esta seccién se supone que el lector estd familiarizado con la integral definida,
definida en términos de sumas de Riemann. En caso de no conocer bien el tema, se
puede posponer hasta después del capitulo 5.

En R® hay otra manera de justificar la férmula para I(o) dada en la definicién
anterior. Este método se basa en aproximaciones poligonales, y se procede como sigue:
partimos el intervalo [a, 8] en N subintervalos de igunal longitud:

a=to<i1<--'<tN=b;

b~ .
tig1 —ti = Na para 0<t<N-1

Después consideramos la poligonal obtenida al unir pares sucesivos de puntos o(t;),
o(tiy1) para 0 < i < N — 1. Esto produce una aproximacién poligonal a & como la de
la figura 3.2.2. De la férmula para la distancia en R® se sigue que el segmento de o(t;)
a o(t;4+1) tiene longitud

lo(tisr) = o(t)] = VVIz(tisr) — o(t)]? + [y(tisr) —“y(ti)]2 +[a(tiva) - 2P,

donde o(t) = (z(t), y(t), 2(t)). Aplicando el teorema del valor medio a z(t), y(t) y 2(2)

en [ti, tiy1], obtenemos tres puntos ¢}, t!* y t;** tales que

2(tiy1) — z(t) = ' () (tiya — 1),
y(tir) —y(t) = ¢’ (87" ) (i1 — 1)

2(tian) = 2(1) = 2 (")t — 1),



204 FUNCIONES CON VALORES VECTORIALES

=s(b)

a=t it 3 tv =25

o(t;) =a(a)
X

Figura 3.2.2 Una trayectoria o se puede aproximar mediante una trayectoria poligonal
obtenida al unir cada o(t;) con o(t;31) por medio de una recta.

Asi, el segmento de o(t;) a o(tiy;) tiene longitud

Vs ()2 + [y (1) + [/ (8 ) (tign — ).

Entonces la longitud de nuestra poligonal de aproximacién es

Sn =Y VI P+ (&) + [ ()P (s — ).

=0

Cuando N — oo, esta poligonal aproxima mejor la imagen de o. Por lo tanto definimos
la longitud de arco de o como el limite, si es que existe, de la sucesién Sy cuando
N — oco. Como se supone que las derivadas z', 3’ y z’ son continuas en [a, b], podemos
concluir que, de hecho, el limite existe y estda dado por

limite S = [ /&' OF + W (OF + (O dt.

(La teoria de la integracién relaciona la integral con las sumas mediante la férmula

b N-1
[ 10ae=igite 3 1)t 1),
a =0

donde to,...,In €s una particién de [a, b}, t] € [ti,ti41] es arbitrario y f es una funcién
continua. Es posible que aqui haya puntos distintos t}, t* y t!** de modo que habri

que ampliar ligeramente esta férmula.})
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La imagen de una trayectoria de clase C! no necesariamente es “muy suave”;
en efecto, puede tener dobleces puntiagudos o cambios bruscos de direccién. Por
ejemplo, la cicloide del ejemplo 3 anterior (ver ademas la figura 3.1.5) tiene
picos en los puntos donde o(t) toca el eje = (esto es, donde t = 27n, n = 0,
+1,...). Otro ejemplo es el hipocicloide de cuatro picos, o:[0,27] — R% t
(cos® t,sen®t), que tiene picos en cuatro puntos (figura 3.2.3). Sin embargo, en
esos puntos, o/(t) = 0, la recta tangente no esti bien definida y la rapidez del
punto o (t) es cero. Es evidente que la direccién de o () puede cambiar de manera
abrupta en puntos cercanos al reposo.

imagen de o

Figura 3.2.3 La imagen de la trayectoria suave a(t) = (cos® t,sen® t), una hipocicloide,
no “se ve suave”,

Si tenemos una trayectoria o (t) = (2(t),y(t), z(t)) en R3, es costumbre deno-
tarla por s(t) = o (t), de modo que

Asi,

I —J(Z—’:)2+(%%)2+(%)’-

En esta notacién se puede escribir la longitud. de arco de & como

o) =

2| a
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También es comin introducir la funcién de longitud de arco s(t) dada por

s(t) = [} llo’ (r)lldr,
de modo que

s'(®) =o'l =

ds
dt

(o) = [7s'(t)dt = s(b) — s(a) = s(b).

EJEMPLO 4 Una particula se mueve a lo largo de una hipocicloide de acuerdo
a las ecuaciones
z = cos’t, y =sen’ t, a<t<hb

¢ Cuales son la velocidad y rapidez de la particula?

SOLUCION  El vector velocidad de la particula es

ds dr, dy, 2 ,n. 2 \.
e _ L M. 3
il at (3sentcos” t)i+ (3costsen” t)j

y su rapidez es

d
S5(t) = “ f;” = (9sen® tcos® t + 9 cos® tsen* 1)/

= 3| sent||cost|. A

La definicién de la longitud de arco puede extenderse hasta incluir trayecto-
rias que no sean de clase C! pero que se formen al pegar un nimero finito de
trayectorias C'. Una trayectoria o:[a,b] — R3, t — (z(t),y(?), 2(t)) se llama
trayectoria de clase C' a trozos si existe una particién de [a, 8]

a=t<lhi< ---<ity=b

tal que la funcién o restringida a cada intervalo [¢;,¢;41], 0 < i < N — 1, sea
continuamente diferenciable. Esto significa que la derivada existe y es conti-
nua en [t;,ti41]; las derivadas en los extremos de cada intervalo se calculan
usando limites desde dentro del intervalo (esto es, limites de un lado, como
en la pag. 117). En el caso de que una trayectoria sea C! a trozos, definimos la
longitud de arco de la trayectoria como la suma de las longitudes de arco de las
trayectorias C1 que la forman. Esto es, si la particién

a=fh <t < - <ty=2b
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satisface las condiciones dadas anteriormente, definimos

N-1
longitud de arco de o = Z (longitud de arco de & de t; a tiy1).
i=0

EJEMPLO 5 Hallar la longitud de arco de la trayectoria a:[—1,1] — R3, t s
(It It — 1,0).

SOLUCION & no es de clase C* pues a;:t — |¢| no es diferenciable en 0, ni tam-
poco oy:t — |t — 1| es diferenciable en 1. Sin embargo, si tomamos la particién

1=t <0=t<j=t<1=ts,

vemos que cada o; es continuamente diferenciable en cada uno de los intervalos
[-1,0], [0,1] y [3,1] y por lo tanto o es continuamente diferenciable en cada
intervalo. Asi, o es C! a trozos. (Ver la figura 3.2.4.)

En [-1,0] tenemos z(t) = —¢, y(t) = —t+1, z(t) = 0 y ||ds/dt|| = v/2; de aqui,
la longitud de arco de o entre —1 y 0 es ffl v2dt = v/2. De manera analoga,
en [0,1], z(t) = ¢, y(t) = —t + 1, 2(t) = 0y, de nuevo, ||ds/dt|| = v/2, de modo
que la longitud de arco de o entre 0 y % es %\/5 Finalmente, en [%, 1], tenemos
z(t) =t, y(t) =t — 3, z(t) = 0 y la longitud de arco de & entre £ y 1 es %—\/5
Asi, la longitud de arco total de o es 2v/2. A

Figura 3.2.4 Un caso particular de una trayectoria C! a trozos: o(t) = |ti+ |t - %I_],
-1<t<1.
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EJERCICIOS

1. Calcular la longitud de arco de la curva dada en el intervalo particular*
(a) La trayectoria del ejercicio 2(a), seccién 3.1, [0, 1]
La trayectoria del ejercicio 2(b), seccién 3.1, [0, 1]
) s8() = ti+ t(sent)j+ t(cost)k, [0, n]
) s(t) = 2ti +tj + t%k, [0,2)
(e) La trayectoria del ejercicio 3(b), seccién 3.1, [0,1]
) La trayectoria del ejercicio 3(c), seccién 3.1, [—1,1]
La trayectoria del ejercicio 3(d), seccién 3.1, [to, 1]

2. La funcién de longitud de arco s(t) para una trayectoria dada o(t), definida por
s(t) = f: |le’(7)]| dr, representa la distancia que una particula viajando por la tra-
yectoria o habrd recorrido en el tiempo ¢ si comienza en el tiempo a; esto es, da la
longitud de o entre o(a) y o(t). Hallar las funciones de longitud de arco para las curvas
a(t) = (cosh t,senht,t) y B(t) = (cost,sent,t), con a =0.

3. Sea o la trayectoria a(t) = (2t,t°,logt), definida para ¢ > 0. Hallar la longitud de
arco de o entre los puntos (2,1,0) y (4, 4,log 2).

Sea o la trayectoria o(t) = (¢, tsent,tcost). Hallar la longitud de arco de o entre
(0,0,0) y (x,0,—m).

5. Sea c(t) una trayectoria dada, a <t < b. Sea s = a(t) una nueva variable, donde &
es una funcién dada estrictamente creciente, de clase C!, definida en [a,b]. Para cada s
en [a(a), a(b)] existe un ¢, iinico, con @(t) = s. Definir la funcién d:[a(a), a(d)] — R?
mediante d(s) = c(2).

(a) Hacer ver que las curvas imdgenes de ¢ y d son la misma.

{(b) Mostrar que ¢ y d tienen la misma longitud de arco.

(c) Sea s =alt) = f: |l¢'(7)]| dr. Definir d como se hizo antes, mediante d(s) =
c(t). Mostrar que

d
Ed(s) =1.

Se dice que la trayectoria s — d(s) es una reparametrizacién de c.

En los ejercicios del 6 al 11 se presenta parte de la geometria diferencial cldsica de las
curvas.

Sea o [a,b] — R® una trayectoria infinitamente diferenciable (existen derivadas de
todos los 6rdenes). Suponer que ¢'(t) # 0 para cualquier t. El vector a'(t)/||o’(£)]] =
T(t) es tangente a & en o(t) y, como |[T(#)|| = 1, T se lama tangente unitaria a o.
(a) Mostrar que T'(t) - T(t) = 0. (IDEA: Diferenciar T(t) - T(¢) = 1.)
"(b) Escribir una férmula en términos de o para T'(t).

*En varios de estos problemas se puede usar la férmula

[ Va2 + a?dz = Lz\/22 + a2 + a® log(z + /2 + a?)] + C

de la tabla de integrales que esta al final del libro.
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7. {(a) Se dice que una trayectoria o(s) estd parametrizada por la longitud de arco
o, lo que es lo mismo, tiene rapidez unitaria si ||6’'(s)|| = 1. Mostrar que para una
trayectoria parametrizada por la longitud de arco en [a,}], se tiene (o) = b —a.

(b) La curvatura en un punto o(s) sobre una trayectoria se define por k = || T’(s)||
cuando la trayectoria estd parametrizada por la longitud de arco (ver los ejercicios 6 y
7(a)). Mostrar que k = ||o"(s)]].

(c) Si o estid dada en términos de algin otro pardmetro t y o'(¢) nunca es 0,
mostrar que k = |ja’(t) x o”(2)||/{lo’(2)]|?, usando el ejercicio 5.

(d) Calcular la curvatura de la hélice o(t) = (1/v/2)(cost,sent, t). (Esta o es
simplemente un miltiplo escalar de la hélice circular recta de la figura 3.1.8.)

8. Si T'(t) # 0, se sigue del ejercicio 6 que N(t) = T'(¢)/||T'(t)}| es normal (i.e.,
perpendicular) a T(t); N se lama vector normal principal. Un tercer vector unitario
que es perpendicular tanto a T como a N se define por B = T x N; B se llama
vector binormal. Juntos, T, N y B forman un sistema de la mano derecha de vectores
ortogonales entre si que, se puede pensar, se va moviendo a lo largo de la trayectoria
(figura 3.2.5). Mostrar que

dB dB
(a) —JT.B_—-O (b) F{'T:O.
(c) dB/dt es un miltiplo escalar de N.

o(t)

s gt |

Figura3.2.5 Tangente T, normal principal N y binormal B.
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8. Si o(s) estd parametrizada por la longitud de arco, podemos usar el resultado
del ejercicio 8(c) para definir una funcién con valores escalares 7, lamada torsién, por
medio de
dB
— = —7N.
ds

(a) Mostrar que T = [0’(s) x ¢"(s)] - " (s)/|lo" (s)]I*.

(b) Mostrar que si o estd dada en términos de algin otro parametro t,

_ @) xa"W)]-a"(@)
e’ () x e (@)]?

Comparar con el gjercicio?(c).
(c) Calcular la torsién de la hélice o(t) = (1//2)(cost,sent, t).

*10. Mostrar que si una trayectoria estd en un plano entonces su torsién es cero. Hacerlo
demostrando que B es constante y es un vector normal al plano en el cual estd o. (Sila
torsién no es cero, da una medida de cuanto se tuerce la curva fuera del plano formado

por Ty N.)
*IEI (a) Usar los resultados de los ejercicios 8 y 9 para probar las formulas de Frenet

para curvas de rapidez unitaria:

T _ kN; ﬂ\l—- =—kT + 7B; @ = —7N.

ds ds ds

(b) Expresar nuevamente los resultados de la parte (a) como
d T T
E— N =wX N
*\B B

*12. En relatividad especial, el tiempo propio de una trayectoria o:[a,b] — R* con
a(A) = (z(A), y(A), 2{1), t())) se define como la cantidad

para un vector adecuado w.

L VEOP + O + (VP - 2 (Fax,
donde c es la velocidad de la luz, una constante. En la figura 3.2.6, mostrar que
tiempo propio(AB) + tiempo propio(BC) < tiempo propio(AC)

(Esta desigualdad es un caso especial de lo que se conoce como paradoja de los gemelos.)
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Figura 3.2.6 Desigualdad relativista del tridngulo.

3.3 CAMPOS VECTORIALES

En el capitulo 2 introdujimos los campos vectoriales mediante la idea del campo
vectorial gradiente. En esta seccién estudiaremos algunas propiedades generales
de los campos vectoriales, incluyendo su significado geométrico y fisico. Es impor-
tante lograr una clara comprensién de esto para continuar con las secciones 3.4
y 3.5 y para estudiar el capitulo 8. '

DEFINICION Un campo vectorial en R” es una funcion F: A C R” — R” que
asigna a cada punto X en su dominio A un vector F(x).

Podemos ilustrar graficamente F adhiriendo una flecha a cada punto (figu-
ra 3.3.1). De manera anéloga, una funcién f: AC R® — R que asigna un
nimero a cada punto se llama campo escalar. Por ejemplo, un campo vecto-
rial F(z,y,2) en R3 tiene tres campos escalares componentes Fy, Fy y F3, de
modo que F(z,y,2) = (Fi(z,y,2), Fa(z, y, 2), F3(z,y,2)). Si cada campo Fy, Fa
y F3 es una funcién C*, decimos que el campo vectorial F es de clase C*; esto
equivale a decir que la funcién F es de clase C* en el sentido expresado en el
capitulo 2. Se supone que los campos vectoriales son, al menos, de clase C, a no
ser que se diga lo contrario.
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7
[/

—
"'I‘ ~

7

X

Figura3.3.1 Un campo vectorial F asigna un vector (flecha) F(x) a cada punto x de su
dominio.

Es conveniente trazar la flecha que representa F(x) de modo que comience en
x, no en el origen (que es como se acostumbra trazar vectores). Consideramos este
vector desplazado con su cola en x como equivalente al vector correspondiente
que comienza en 0. En el resto del libro nos ocuparemos principalmente de
campos vectoriales en R? y R3, de modo que el término “campo vectorial”
significard un campo vectorial en R? o R3, a menos que se diga lo contrario.

EJEMPLO 1 Imaginemos un fluido moviéndose por una tuberia con flujo estacio-
nario. Si en cada punto colocamos la velocidad del fluido en ese punto obtenemos
el campo de velocidad V del fluido (ver la figura 3.3.2). Nétese que la longitud
de las flechas (la rapidez) y la direccién del flujo pueden cambiar de punto a

=)0

Figura 3.3.2 Campo vectorial que describe la velocidad de flujo en una tuberia.

EJEMPLO 2 Considerar una pieza de material que se calienta por un lado y
se enfria por otro. La temperatura en cada punto dentro del cuerpo produce
un campo escalar T(z,y, z). El flujo real de calor se puede marcar mediante un
campo de flechas que indiquen la direccién y magnitud del flujo {figura 3.3.3).



3.3 CAMPOS VECTORIALES 213

( \/
vector de flujo de calor \ r, )\Qé[f
alient
N n?:.:?‘f
T
8 frio -

1

Figura 3.3.3 Campo vectorial que describe la direccién y magnitud del flujo de calor.

Esta energia o campo vectorial de flujo de calor estad dado por J = —k'VT, donde
k > 0 es una constante llamada conductividad y VT es el gradiente de la funcién
con valores reales T'. Notese que el calor fluye, como debe ser, de las regiones
calientes hacia las frias, pues — VT apunta en la direccién donde T' decrece (ver
la seccién 2.5). A

EJEMPLO 3 La fuerza de atraccién de la Tierra sobre una masa m puede des-
cribirse mediante un campo vectorial en R3, el campo de fuerza gravitacional.
De acuerdo con la ley de Newton, este campo esta dado por

mMG
r

F=-

Figura 3.3.4 Campo vectorial F dado por la ley de gravitacién de Newton.
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(ver las secciones 2.5 y 3.1), donde r(x,y, z) = (z,y,2) y r = ||r|| (ver la figura
3.3.4). Como vimos antes (ejemplo 6, secciéon 2.5), F es en realidad, un campo
gradiente, F = —VV, donde V = —(mMG)/r. Nétese de nuevo que F apunta en
la direccién en que decrece V. Al escribir F en términos de componentes, vemos
que

F(z,y,z):(-mMG -mMG —-mMGZ).

T A
r3 T3 Y r3

EJEMPLO 4 [El movimiento giratorio (como el movimiento de las particulas en
un fondgrafo) se describe por el campo vectorial

V(z,y) = —yi +1j.
Ver la figura 3.3.5. A

VAV AV 4V 2P 2V A i B N
PP AP I e T U N W
/////’f-“\\\\\
Jy /4L e =N NN NN
A A A AT
" VAP N U SR W
bbb = Ve
VY VNN =S
VNN NN s
\\NNN SN~/ /F /)
\\NNNN—=r s S/
\NNN NS S
NNNNN s TSy

Figura 3.3.5 Campo vectorial giratorio (las flechas muestran la direccién, no la
magnitud).

EJEMPLO 5 En el plano, R?, la funcién V definida por
Vizy) = o =( ! ; )

22+y 12+ 2+ 42’ 12+ y?




3.3 CAMPOS VECTORIALES 215

es un campo vectorial en R? menos el origen. Este es el campo de velocidad
que aproxima al campo de velocidad del agua en movimiento “circular” tal
como ocurre, por ejemplo, cuando se quita el tapén de una tina de agua (fi-
gura 3.3.6). A

Figura 3.3.6 Campo vectorial que describe el flujo circular en una tina.

EJEMPLO 6 De acuerdo con la ley de Coulomb, la fuerza que actia sobre una
carga e en r debido a una carga @ en el origen, es

= %r =-VV,

donde V = £Qe/r y € es una constante que depende de las unidades usadas.
Para Qe > 0 (cargas del mismo signo) la fuerza es repulsiva (figura 3.3.7(a)),
y para Qe < 0 (cargas de signo distinto) la fuerza es atractiva (figura 3.3.7(b)).
En este ejemplo el potencial V' es constante en las superficies de nivel de V, por eso
se llaman superficies equipotenciales. Nétese que el campo de fuerza es ortogonal
a las superficies equipotenciales (el campo de fuerza es radial y las superficies
equipotenciales son esferas concéntricas). Esto concuerda con el resultado general
de la seccién 2.5. En el caso de gradientes de temperatura, en el que F = —kVT,
las superficies donde T es constante se llaman isotermas. A

Hacemos notar que, en general, un campo vectorial no tiene que ser un campo
gradiente; esto es, un campo vectorial no tiene que ser el gradiente de una funcién
con valores reales. Esto se aclarard en capitulos posteriores. Sin embargo, el con-
cepto de superficie equipotencial tiene sentido sdlo si el campo vectorial resulta
un campo gradiente.

Otro concepto importante es el de Iinea de flujo. Es facil de visualizar esta idea
en el contexto del ejemplo 1. En ese caso, una linea de flujo es simplemente una
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Figura 3.3.7 Campos vectoriales asociados con (a) cargas del mismo signo (Qe > 0) y
(b) cargas con signo distinto (Qe < 0).

trayectoria que sigue una pequena particula suspendida en el fluido (figura 3.3.8).
También es apropiado llamar a las lineas de flujo lineas de corriente o curvas
integrales.

linea de flujo

vector velocidad

Figura 3.3.8 El vector velocidad de un fluido es tangente a una linea de flujo.

DEFINICION Si F es un campo vectorial, una linea de flujo para F es una
trayectoria o (t) tal que

o'(t) = F(a(t)). : (1)
Esta es, F produce el campo de velocidad de la trayectoria a(t).

Geométricamente, el problema de hallar una linea de flujo que pase por un
punto dado x¢ para un campo vectorial dado F, es el de ensartar una curva por
el campo vectorial de manera que el vector tangente a la curva coincida con el
campo vectorial, como en la figura 3.3.9.

Analiticamente, el problema de hallar una linea de flujo que pase por xg en el
tiempo ¢t = 0 implica resolver la ecnacién diferencial (férmula (1), anterior) con
condicién inicial xp; esto es,

a'(t) = F(e(t)); o(0) = xo.
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Figura 3.3.9 Linea de flujo que se va ensartando por un campo vectorial en el plano.

Usando coordenadas (z,y,z), la ecuacién anterior se puede escribir como las
ecuaciones simultidneas

z'(t) = Fi(z(1), y(1), 2(1))
¥ (1) = Fa(2(t), (1), (1))
2'(t) = Fa(z(t), y(t), 2(1))

con condiciones iniciales
(17(0), y(o)a Z(O)) = (170) Yo, ZO))

donde F = (Fy, Fs, F3). En cursos de ecuaciones diferenciales se prueba que si F
es de clase C!, entonces existe solucién tinica para cada xo (pero la solucién no
necesariamente esta definida para todo t).

Nétese que campos vectoriales diferentes pueden tener lineas de flujo que sean
la misma curva geométrica. Por ejemplo, en los ejemplos 4'y 5 las lineas de flujo
son circulos.

Existen varios programas de computadora que permiten hallar numéricamente
las curvas solucion de campos vectoriales; hay ademas muchas técnicas analiticas,
que se estudian en cursos de ecuaciones diferenciales. La figura 3.3.10 muestra
algunas curvas integrales del campo vectorial en el plano dado por F(z,y) =
(seny, z? — y), realizadas en una Macintosh usando el programa “Macmath”
(por Hubbard y West de Cornell University).
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Figura 3.3.10 Curvas integrales trazadas por computadora, de F(z,y) = (seny)i +
(2% - 1)

Suplemento de la seccion 3.3 Flujos de campos vectoriales

Es conveniente tener una notacién especial para la solucién dnica que pasa por un
punto dado en el tiempo 0, la cual se usara en el suplemento a la seccién 3.4. Sea

$(x, 1) = posicién del punto en la linea de flujo que pasa
»7/ 7 ] por x después de transcurrido un tiempo ¢. )

Con x como la condicién inicial, seguir a lo largo de la linea de flujo durante un
periodo de tiempo ¢ hasta alcanzar la nueva posicién @(x,t) (ver la figura 3.3.11).
Analiticamente, ¢(x, t) esté definida por:

2 8(x,1) = F(p(x,1)

é(x,0) = x

2)

La funcién ¢, que se considera como funcién de las variables x y ¢, se llama flujo de F.

Denotamos por D, la diferenciacién respecto a x, manteniendo ¢ fija. En cursos
de ecuaciones diferenciales se prueba que ¢ es una funcién diferenciable de x. Asi,
diferenciando la ecuacién (2) respecto a x,

Dyg6(x,1) = DulF(3(x, )L
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Figura 3.3.11 Definicién del flujo ¢(x,t) de F.

En el lado izquierdo de esta ecuacién se puede usar la igualdad de las derivadas parciales
mixtas, y en el lado derecho se puede aplicar la regla de la cadena, obteniéndose

-(%qui(x, £) = DF(6(x, ¢))Dd(x, 1), (3)

donde DF(¢(x,t)) denota la derivada de F evaluada en ¢(x,t). Esta ecuacién dife-
rencial lineal para Dyx¢(x,1), se llama ecuacién de primera variacién. Sera de utilidad
para el estudio de la divergencia y rotacional de la siguiente seccién. Nétese que en el
espacio tanto DyF(¢) como Dyx¢ son matrices de 3 x 3 pues F y ¢ toman valores en
R? y son diferenciadas respecto a x € R*. De manera anéaloga, para campos vectoriales
en el plano, serfan matrices de 2 x 2.

EJERCICIOS

1. Sea una particula de masa m que se mueve sobre una trayectoria r(t) de acuerdo
a la ley de Newton, en un campo de fuerza F = —VV en R?, donde V es una funcién
dada de energia potencial. .

(a) Probar que la energia E = iml|jr'(t)||> + V(r(1)) es constante en el tiempo.
(IDEA: Realizar la diferenciacién dE/dt.)

(b) Si la particula se mueve sobre una superficie equipotencial, mostrar que su
rapidez es constante.

2. Esbozar algunas lineas de flujo de los campos vectoriales

(a) F(z,9) =(y,—2) F(z,y) =(z,-y) (o) F(z,9) =(z,2")

3. Sea c(t) una linea de flujo de un campo gradiente F = —VV. Probar que V(c(t))
es una funcién decreciente de t. Explicar.
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Esbozar el campo gradiente —VV para V(z,y) = (z + y)/(z* + y*). Esbozar la
superficie equipotencial V = 1.

5. Suponer que las isotermas en una regién son esferas concéntricas con centro en el
origen. Probar que el campo vectorial de flujo de energia apunta hacia el origen o hacia
afuera.

Mostrar que o(t) = (e*',In]¢|,1/t) para t # 0 es una linea de flujo del campo
vectorial de velocidad F(z,y,2) = (22, z, ~2%).

7. Mostrar que o(t) = (t?,2t — 1,4/t) para t > 0 es una linea de flujo del campo
vectorial de velocidad F(z,y,2) = (y +1,2,1/2z2).

(a) Suponiendo que existe unicidad en las lineas de flujo que pasan por un punto
dado en un tiempo dado, probar la siguiente propiedad del flujo ¢(x,?) de un campo
vectorial F:

d(x,t + 8) = d(d(x, 3), ).
(b) ;Cuél es la propiedad correspondiente para Dy ¢?

*9. Si f(x,t) es una funcién con valores reales de x y ¢, definamos la derivada material
de f respecto a un campo vectorial F como

Df _ of .
Fi = 3; T Vi) F.

Mostrar que Df /Dt es la t derivada de f(4(x, 1), ) (i.e.,la t derivada de f transportada
por el flujo de F).

3.4 DIVERGENCIA Y ROTACIONAL DE UN CAMPO VECTORIAL

La operacidn rotacional asocia a cada campo vectorial C! F en R3 el campo
vectorial rot F definido como sigue: Sea

F=Fi+FRj+ Fk= (F],Fz, Fs),

y hagamos

AF:; O0F\ ., aF, O0Fs\. oF, O6F
tF = — -2 —_— = bbull it
rot F (ay az>l+(6‘z 8z)‘l+(8m By)k' 1)

Esta formula es mas facil de recordar si la reescribimos usando la notacién de
“operador”. Introduzcamos formalmente el simbolo “del” (o “nabla”):
a

.0 .0
V—xb—;+_]—az+k5;‘
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V es un operador; esto es, actiia u opera sobre funciones con valores reales.
Especificamente, V f, V operando sobre f, estd dado por
_ 2, of 0
Vf=iz; +Jay+kaz, (2)
es el gradiente de f. Esta notacion formal es bastante util; si vemos V como
vector con componentes 3/dz, 8/dy, 0/0z, entonces podemos tomar también el
producto cruz

i J k

a a9 9

F1 F2 F3

AF; 3F\. (8F1 8F3). oF, ok
= —_— _— e — _— . — k
(83/ 3z)l+ 9z oz I+ dz dy
=rotF.

Asi,
rotF =V xF,

y con frecuencia usaremos esta tGltima expresion. (Nétese que rot F es de clase
C*-1 5i F es de clase C*.)

EJEMPLO 1 Sea F(z,y,z) = zi+ zyj + k. Hallar V x F.
SOLUCION Tenemos
i j k
o ] a
VxF=]|2 — _—]=(0-0)-(0-0); -0)k.
xF=|Z 2 2l 0-0i-0-0i+-0)
1

T zy

Asi, VxF=yk. A

El teorema siguiente enuncia una relacién basica entre el gradiente y el rota-
cional. Debera compararse con el hecho de que para cualquier vector v, tenemos
vxv=0.

TEOREMA 1 Para cualquier funcién f de clase C?, tenemos
V x (Vf) =0

esto es, el rotacional de cualquier gradiente es el vector cero.
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DEMOSTRACION Escribamos las componentes del campo vectorial V x (V f).
Como V f = (8f/dz,0f/8y,df/3z) tenemos, por definicién,

i J k
s 3 3
VxVf=|0z 0dy 0=
of of of
dr Oy 0=z

2 2 . 62 82 . 32 32
(L 2SN (2L 0 5, (2L 2T Yy
dydz 9z9y 020r 3oz dzdy 0Oyoz
Cada componente es cero debido a la propiedad simétrica de las derivadas par-
ciales mixtas; por lo tanto se sigue el resultado deseado. ]

El significado fisico total del rotacional se vera con detalle en los ejercicios 12
y 13, también en el capitulo 8, donde se estudia el teorema de Stokes. Sin em-
bargo, podemos ahora considerar una situacién sencilla para mostrar por qué el
rotacional estad asociado con rotaciones.

EJEMPLO 2 Considerar un cuerpo rigido B que gira alrededor de un eje L. El
movimiento rotacional del cuerpo se puede describir mediante un vector w a lo
largo del eje de rotacién, la direccién se escoge de manera que el cuerpo gire
alrededor de w como en la figura 3.4.1, con la longitud w = ||w|| tomada como la
rapidez angular del cuerpo B, esto es, la rapidez tangencial de cualquier punto

Figura 3.4.1 La velocidad v y la velocidad angular w de un cuerpo en rotacién estin
relacionadas por v=w X r.
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en B dividida entre su distancia al eje L de rotacién. Seleccionar un sistema
coordenado de modo que L sea el eje z. Sea @ cualquier punto en B y sea a la
distancia de @ a L. Claramente,
a = ||r|| sen 8,

donde r es el vector cuyo punto inicial es el origen y cuyo punto terminal es Q.
La velocidad tangencial v de @ se.dirige en sentido contrario al que giran las
manecillas del reloj, a lo largo de la tangente a un circulo paralelo al plano zy
con radio ¢, con magnitud

IVl = wer = wilel| sen 8 = fjwl| ] sen 6.
Hemos. visto (pag. 36) que la direccién y magnitud de v implican que

V=WXTr.

Debido a la seleccidn de ejes, podemos escribir w = wk, r = zi + yj + zk, de
modo que

V=WXTr=—wyl+ wzj
y mas atn
i j k
a a ]
tv=| — — —|=2uwk=2w.
rotv dz Jdy 9z “

—wy wzr 0

Por lo tanto, para la rotacién de un cuerpo rigido, el rotacional del campo vec-
torial de velocidad es un campo vectorial dirigido paralelo al eje de rotacién con
magnitud igual al doble de la rapidez angular. A

Si un campo vectorial F representa el flujo de un fluido (ver el ejemplo 1,
seccién 3.3), entonces rot F' = 0 en P significa fisicamente que el fluido no tiene
rotaciones o es irrotacional en P; esto es, no tiene remolinos. La justificacién de
esta idea y, por lo tanto, del uso de la palabra “irrotacional” depende del teo-
rema de Stokes (o del ejercicio 13). Sin embargo, podemos decir informalmente
que rot F = O significa que si colocamos en el fluido una pequefia rueda con
aspas se moverd con el fluido, pero no girard alrededor de su eje. Por ejemplo,
se ha determinado por medio de experimentos que el fluido drenado de una tina
es, generalmente, irrotacional excepto justo en el centro, aunque el fluido “rote”
alrededor del hoyo en la tina (ver la figura 3.4.2). Asi, el lector debera tener cui-
dado con la confusidn que pueda generar la palabra “irrotacional”. Consideremos
algunos ejemplos de campos rotacionales e irrotacionales.
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Figura3.4.2 El campo de velocidad V(z,y, 2) = (yi — zj)/(2* + ¥°) es irrotacional; una
pequeiia rueda con aspas moviéndose en el fluido no girard alrededor de su eje w.

EJEMPLO 3 Verificar que el campo vectorial del ejemplo 5, seccion 3.3, es irro-
tacional en cada punto (z,y) # (0,0).

SOLUCION  El rotacional es

i J k

9 s 4

VxV= 9z dy 0z
Yy -z 0

2 + y2 z2 +.y2

—oivoia |2 ( == \_9(_¥v
_0'+0']+[6z (1:2+y2) E» (z’-{-y?)]k
_ |2 4d) 227 (P 427

- (22 + 92)? (z2 +42)?

=0. A

EJEMPLO 4 Sea V(z,y,2) = yi— zj. Mostrar que V no es un campo gradiente.

SOLUCION  Si V fuera un campo gradiente, entonces por el teorema 1 tendria-
mos la ecuacién rot V = 0. Pero

i i k
a a9 d
tV=|— — —|=-2k#0. A
o dz OJdy 09z 7

y -z 0
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Las lineas de flujo para el campo vectorial en el ejemplo 4, asi como para el
del ejemplo 3, son circulos alrededor del origen en el plano xy, pero este campo
de velocidad tiene rotacién. En dicho flujo, una pequefia rueda con aspas gira
una vez, conforme circula alrededor del origen (figura 3.4.3).

Figura 3.4.3 El campo de velocidad V(z, y, z) = yi—zj es rotacional; una pequefia rueda
con aspas moviéndose en el fluido girard alrededor de su eje w (ver la figura 3.4.2).

Otra operacion basica es la divergencia, definida como sigue:

. OF, oF, 0F;
dlvF—V-F—E-F?y—"}-E‘. (3)
En notacién de operador, div F es el producto punto de V y F. Nétese que V xF
es un campo vectorial, mientras que V- F:R3 — R, de modo que V - F es un
campo escalar. Leemos V - F como “divergencia de F”.
El significado completo de la divergencia se da en el suplemento a esta seccién
y también se presenta en conexién con el teorema de Gauss en el capitulo 8,
pero podemos vef aqui parte de su significado fisico. Si imaginamos F como el
campo de velocidad de un gas (o fluido), entonces divF representa la tasa de
expansién por unidad de volumen del gas (o fluido). Por ejemplo, si F(z,y,2) =
zi+yj+ zk, entonces div F = 3; esto significa que el gas se esta expandiendo a la
tasa de 3 unidades ciibicas por unidad de volumen por unidad de tiempo. Esto
es razonable, pues en este caso F es un vector radial hacia afuera, y conforme el
gas se mueve hacia afuera a lo largo de las lineas de flujo, se expande. (Ver la
seccion 3.3 para un estudio de las lineas de flujo.) Si divF < 0 significa que el
gas se comprime.
A continuacion se presenta una relacién basica entre las operaciones de diver-
gencia y rotacional.

TEOREMA 2 Para cualquier campo vectorial F de clase C2,
diviotF =V (V x F) = 0;

esto es, la divergencia de cualquier rotacional es cero.
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Como con el teorema 1, la demostracidn se basa en la igualdad de las derivadas
parciales mixtas. El estudiante debera escribir los detalles.

Hemos visto que V x F est4 relacionado con las rotaciones y V - F esté relacio-
nado con compresiones y expansiones. Esto conduce a la siguiente terminologia.
Si V. F = 0, decimos que F es incompresible, y decimos que F es irrotacional si
VxF=0.

EJEMPLO 5 Calcular la divergencia de

F = z%yi + zj + zyzk.

SOLUCION

divF = %(fy) + :%—(z) + %(zyz) =2zy + 0+ Ty = 3zy. A

EJEMPLO 6 Del teorema 2 concluimos que F en el ¢jemplo 5 no puede ser el
rotacional de otro campo vectorial, pues tendria divergencia cero. A

El operador de Laplace V2, que opera sobre funciones f, esta definido como
sigue:
d? 82
Vif=V. (Vf)———f-+—1+ of

Si F = Fii+ F3j+ Fsk es un campo vectorial C?, también podemos definir V2F
en términos de componentes:

V2F = V2Fi + V2 Fj+ V2 F3k.

Como se sefial6 en la seccidn 2.6, este operador juega un papel importante en
muchas leyes fisicas. Continuaremos este estudio en el capitulo 8.

Suplemento de la seccién 3.4 Geometria de la divergencia

Estudiaremos ahora con mds detalle el significado de la divergencia. Este andlisis
depende del concepto de flujo ¢(x,?) de un campo vectorial F dado al final de la
seccién 3.3. Ver los ejercicios del 11 al 13 para el correspondiente estudio de rotacional.

Fijar un punto x y considerar los tres vectores de la base usual i, j y k saliendo
de x. Sea € > 0 un niimero pequefio y considerar los vectores de la base vi = &i,
v2 = gj y v3 = €k, que salen también de x. Estos vectores generan un paralelepipedo
P(0). Conforme el tiempo crece o decrece, el flujo ¢(x,t) transforma P(0) en algin
objeto. Para un tiempo fijo, ¢ es una funcién diferenciable de x (esto es, ¢ es una
funcién diferenciable de R® a R®). Cuando ¢ es pequefio, la imagen de P(0) bajo ¢
se puede aproximar por medio de su imagen bajo la derivada de ¢ con respecto a x.
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(Ver el analisis de la aproximacién lineal a una funcién en la seccién 2.3. En particular,
recordar que si v es un vector corto anclado en un punto P, con extremo en P;, de
modo que v = P; — Py, entonces ¢(P2,t) — ¢(P1,t) = Dyé(x,1) - v; ver el ejercicio 15.)
Asi, para un tiempo fijo y € pequeiio y positivo, P(0) se transforma aproximadamente
en un paralelepipedo generado por los vectores vi(t), v2(t) y vs(t) dados por

vi(t) = Dxé(x,t) - v1
va(t) = Dxd(x,1) - vz (4)
vi(t) = Dxod(x,1) - va.
Como ¢(x,0) = x para todo X, se sigue que vi(0) = vy, v2(0) = vz y v3(0) = va.
(Esta férmula para vectores transformados se estudié en la pag. 138.) Los vectores

vi1(t), v2(t) y vs(t) generan un paralelepipedo P(t) que se mueve en el tiempo (ver la
figura 3.4.4).

linea de flujo

Figura 3.4.4 La base en movimiento v1(t), v2(t) y va(t) y el paralelepipedo asociado.

Denotemos por V(t) el volumen de P(t). El principal significado geométrico de la
divergencia estd dado por el teorema siguiente.

1 d
TEOREMA 3 divF =——V(t
iv F(x) V(0) dt ® r—o
DEMOSTRACION Por la ecuacién (3) de la seccién anterior,

2 vi(t) = DyE($(x, 1)) - Dad(x,1) - vi (5)

parat =1, 2, 3.
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Como ¢(x,0) = x, Dxé(x,0) es la matriz identidad, la evaluacién en ¢t = 0 da

d
av,—(t) = D F(x)-v;.

t=0

El volumen V(t) estd dado por el triple producto (ver pag. 39):
V(@) = vi(t) - [va(t) x vs(2)]-

Usando los ejercicios 12 y 13 de la seccién 3.1, y las identidades vy « [v2 X v3] =
vz« [Vs X V1] = va « [v1 % v2], obtenemos

dVd

av dVa ]
dt =~

() % va(®)] + va (1) - [-— x vs(t)] +vi(t) - [VQ(t) x =

= 1"—1 w2 (®) x vo (] + B2 - [vs(t) x vi(B] + D2 - s (1) x va(B)]

En t = 0, debido a la sustitucién de la férmula (4) y al hecho de que vy x v; = eva,
V3 X V1 = €Va2 ¥ V2 X V3 = €V1, se obtiene

D] = DaF)] i+ IDLF(x]] -§ + < DF(K - k. )

Pero V(0) = &*, F = Fii + Fbj + F3k, [DxF(x)i] -i = 0F1/z y, andlogamente, el
segundo y tercer términos de la ecuacién (5) son €*(9F,/dy) y €*(3Fs/0z). Al sustituir
esto en la ecuacién (6) y dividir entre e® se prueba el teorema.

El lector mds familiarizado con algebra lineal puede probar esta generalizacién del
teorema 3:* Sean vi, vz y v3 cualesquiera tres vectores no coplanares que salgan de x
y que fluyan de acuerdo con la férmula

vi(t) = Dxo(x,t) - vy, 1=1,2,3.

Los vectores vi1(t), va(t) y va(t) generan un paralelepipedo P(t) con volumen V(t).
Entonces

2 =divF(x). )

En otras palabras, la divergencia de F en x es la tasa a la cual cambia el volumen, por
unidad de volumen. “Tasa” se refiere a la tasa de cambio respecto al tiempo conforme
los volimenes son transportados por el flujo.

*El lector necesitara saber cémo escribir la matriz de una transformacién lineal respecto a una
base dada y conocer el hecho de que la traza de una matriz es independiente de la base.
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EJERCICIOS

1. Calcular el rotacional, V x F, de cada uno de los siguientes campos vectoriales:
(a) F(z,y,2)=zi+yji+z2k
F(z,y,2) = yzi + £z + zyk
() Flz,9,2) = (s +9" + z’)(ﬁi +4j + 5k)
_yzi—zzj+ 1y
(d) F(z7y7 Z) - 132 + yg + 22

@ Calcular la divergencia V -F de cada uno de los campos vectoriales en el ejercicio 1.
(La solucién sélo a la parte (b) esta en la Guia de estudio de este libro.)

3. Verificar que V x (V f) = 0 para cada una de las funciones siguientes.
(a) f(z,9,2)=+/22+y2+22
f(z,9,2) =zy+yz+ 2z
(c) f(z,9,2)= 1/(z* +9* + %)

4. Verificar que el campo vectorial en el ejemplo 5, seccién 3.3, es incompresible.
iPueden interpretar fisicamente este resultado?

5. Verificar que F = yi + zj es incompresible.

6. Sea F(z,y, 2) = 3z%yi+ (¢* + #°)j.
Verificar que rot F = 0.
Hallar una funcién f tal que F = Vf. (En el capitulo 8 se dan técnicas
especificas para construir f en general. La de este problema deberd ser directa.)

(¢) iEs cierto que para un campo vectorial F puede existir dicha fancién f sélo
si rot F = 07

7. Sea f(z,y,2) = l[yz + y222. Verificar directamente que V x Vf = 0.

*8. Mostrar que las partes real e imaginaria de cada una de las siguientes funciones
complejas forman las componentes de un campo vectorial en el plano, irrotacional e
incompresible; aqui ¢ |= +/—1.

(a) (z —1y)? (b) (z-—iy)® e*™" = ¢(cos y — i sen y)
9. Mostrar que F = y(cos z)i + z(sen y)j no es un campo vectorial gradiente.

10. Sea r(z,y,2) = Hi + yj + zk. Del ejercicio 1(a), sabemos que V x r = 0. jPueden
comprender el significado fisico, visualizando r como el campo de velocidad de un

flnido? |

*IEI Sean v y w dos |vectores que salen del origen y son movidos por la derivada del
flujo, como sucede en el suplemento a la seccién 3.4:

v(t) = Dxé(0,t)v, w(t) = Du¢(0, t)w,

de modo que en el tiempo ¢t = 0 y en el origen 0 en R?

dv dw
-_ =D,F(0)-v y —
dt t:\:O dt t=

= DxF(0) - w. (7
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Mostrar que

—v-.w| =[DxF(0):v]:-w+v:[DF(0):w]
= {(D«F(0) + [DxF(0)]")v} - w

*12. Cualquier matriz A se puede escribir (de manera tdinica) como la suma de una
matriz simétrica (una matriz S es simétrica si ST = S) y una matriz antisimétrica
(WT = —W) como sigue:

A=A+ AT +i(A-AT)=5+W
En particular, para A = D, F(0),

S = 1{D«F(0) + [DxF(0)]"}

W = 1{DxF(0) — [D<F(0)]"}.

Llamamos a S matriz de deformacién y a W matriz de rotacién. Mostrar que los
registros de W estin determinados por

w2 = —%(l‘otF);;, W23 = —%(I‘OtF)], yws = ——%(rot F),.

*13. Sea w = 1('V x F)(0). Suponer que se escogen los ejes de modo que w sea paralelo
al eje z y apunte en la direccién de k. Sea v = w x r, donde r = zi + yj + zk, de modo
que v es el campo de velocidad de una rotacién alrededor del eje w con velocidad
angular w = ||w|| y con rot v = 2w. Como r es una funcién de (z,y, z), v también es
una funcién de (z,y, z). Mostrar que la derivada de v en el origen esta dada por

0 —w 0
Dvi))=W = |w 0 0f.
0 0 0

Interpretar el resultado como se hizo en el suplemento a la seccién 3.4.

*14. Sean
. V(z,y,
Ve ws)=—si+s, W) = ot
y
V(z,y,z)
Y(z,9,2) = [EFTOR

(a) Calcular la divergencia y el rotacional de V, W y Y.
(b) Hallar las lineas de flujode V, Wy Y.

(c) ;Cdémo se comportara una pequefia rueda con aspas en el flujode V, Wy Y?
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*15. Sea ¢(x, t) el flujo de un campo vectorial F. Sean x y ¢ fijos. Para pequeiios vectores
vi = ¢€l, V2 = €] y Va = €k que salen de x, sea P(0) el paralelepipedo generado por vy,
v2 y V3. Demostrar que para ¢ pequeiio, positivo, P(0) se transforma mediante el flujo
en aproximadamente un paralelepipedo generado por vi(t), v2(t) y va(t), dado por la
férmula (4).

3.5 CALCULO DIFERENCIAL VECTORIAL

Ahora tenemos a mano estas operaciones basicas: gradiente, divergencia, rota-
cional y operador de Laplace. En esta seccién se desarrollan un poco mas sus
propiedades y las relaciones entre ellas.

En la tabla 3.1 se resumen algunas férmulas generales bdsicas, itiles cuando
se trabaja con campos vectoriales en R>. Algunas, como las identidades 10 y
14, se estudiaron en la seccién 3.4. Otras se prueban en los ejemplos y ejercicios.

Algunas expresiones en la tabla requieren explicacién. Primero, en la identi-
dad 7,

V= (F-V)G

Tabla 3.1 Algunas identidades comunes en el analisis vectorial

V(f+9)=Vf+Vy
V(cf) = ¢V f, para ¢ constante
V(fg)=fVg+gVf
V(f/9) = (gV f— fVg)/g*, en los puntos donde g(x) # 0
div(F + G) = divF +divG
rot(F+ G) = rotF + rot G
V(F-G)=(F-V)G+(G:V)F+F xrot G+ G x ot F
div(fF) = fdivF + F.Vf
9. div(F x G)=G:10tF - F-rot G
10. divrotF =0
11. rot(fF)= frotF+VfxF
12. rot(Fx G)=FdivG - GdivF+ (G-V)F - (F- V)G
13. rotrotF = grad divF — V*F
14. rotVf=0
15. V(F-F)=2(F:V)F +2F x (10t F)
16. V*(fg) = fV?g+gV’f+2(Vf-Vy)
17. div(Vf x Vg) =0
18. V- (fVg-gVf)= V- gvif
19. H-(FxG)=G:-(HxF)=F:(G x H)
200 H- (FxV)xG)=(H-V)G)-F-(H-F}V-G)
2. Fx(GxH)=(F-H)G-H(F-G)

Bl IR ol ol

NoTa: f y g denotan campos escalares; F', G y H denotan campos vectoriales.
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tiene, por definicién, componentes V; = F - (VG;), para i = 1, 2, 3, donde
G = (G1,G2,G3). Segundo, en la identidad 13, V2F tiene componentes VZFj,
donde F = (Fy, Fy, F3). En la identidad 20, la expresién (F x V) x G significa
que V va a operar sélo sobre G como sigue: para calcular (F x V) x G, definimos
formalmente U = F x V por:

i j k
R F F

U=FxV= F.) 9 9
9z 8y az

2 a\, 7] ay. 0 a
= (Fgg—F;}@)l— (Fl—é;'—-Fsa—z')_]-{- (F](—,);—Fz'i;)k

=Uii+ Uzj + Usk

y asi,
i Kk
FxV)yxG=|U1 U, Us
Gi G2 Gs

= (U2Gs = UsGa)i — (U1Gs — UsGh)j + (U1 Gz — U2Gh k.

Por ejemplo, la primera componente de (F x V) x G es

UG3 — UsGy = (F1 9Gs — F3 8G3) Fi— 9Gs — P 9G2 .
Ay oz

EJEMPLO 1 Probar la identidad 8 de la tabla 3.1.

SOLUCION  fF tiene componentes fF;, parai =1, 2, 3, y entonces

div(fF)=;—z(fo)+ fR)+ 5 (st)

29\

Sin embargo, (8/0z)(fF1) = fOF,/dz+ F10 f/ 0z, con expresiones similares para
los otros términos. Por lo tanto

. aF OF, dF o 0 o
dl"(fF)=f(’é;1‘+‘5y—2+ 323) +F1a—f+F28—f+F3af

=f(V-F)+F-Vf A
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EJEMPLO 2 Sear el campo vectorialx(z,y,z) = (z,y, z) (el vector de posicion),
y sea r = ||r||. Calcular Vr y V - (rr).

SOLUCION  Tenemos

Ahora r(z,y,2) = \/m, y asi, para r # 0 obtenemos
o=
0 Jriris

Asi,

Para la segunda parte, usar la identidad 8 para escribir
Ve(rr)=r(V r)+r: Vr.

Ahora, V :r = 9z /08z + 0y/dy + 82/dz = 3, y hemos calculado antes Vr = r/r.
Comor-r/r=r?/r,
2
V. (rr)=3r+ TT =4r. A

EJEMPLO 3 Mostrar que V f x V¢ siempre es incompresible. De hecho, deducir
la identidad 17 de la tabla 3.1, a partir de la identidad 9.

SOLUCION  Por la identidad 9,
div(Vfx Vg)=Vg - (VxVf)—Vf.(VxVyg),
lo cual es cero, pues VX Vf =0y V x Vg=0. A

En los ejercicios 2 al 6 al final de esta seccidn, el lector practicard con este
tipo de manipulaciones. Mds adelante en el libro usaremos las identidades del
ejercicio 8.

Ahora estudiaremos las expresiones para el gradiente, divergencia y rotacio-
nal en coordenadas cilindricas y esféricas, primero enunciando los resultados y
después verificando algunos de éstos en los ejemplos; el resto se dejara como ejer-
cicios y para un estudio posterior en el libro (ver el suplemento a la seccién 8.4).
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TEOREMA 4 Las siguientes formulas se cumplen en coordenadas cilindricas:

. of 1of 0
) Vf:a_fe+ ag”a_f
(ii) V-F:%[ (rF,) + aF" g(p)]
y
e, rey e,
(i) vxF=1]|2 0 0
r|dr 00 Oz
F, rFy F,

donde e,, ey y e,, son los vectores ortonormales unitarios mostrados en la fi-
gura3.5.1y ¥ = Fre, + Fpeg+ Foe, con F, =F-e., Fo=F-eg y F,=F-e,.

Figura 3.5.1 Vectores ortonormales e, eg y €, asociados con las coordenadas cilindricas.

TEOREMA 5 FEn coordenadas esféricas (ver la seccién 1.4),

. 6f lﬂ 1 of
@ vi= p p6¢e¢ psen ¢ 90 %

1 ok
psen ¢ 90

( sen¢ Fy) +

. _10 4 1
(i1) V.F_pzap(pF,,)-}-pse 94
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1 (9F¢
psen¢ 400

(i) VxF= ( sen ¢ Fy) —

[ 1

n ¢ d¢
1 8F, 139 1 0F,

+[psen¢3_;_; (p 0)] ¢+[ 5o~ 530 |

donde e,, ey y eg son como se muestra en lafigura 3.5.2y F = Fye,+Fyes+Fyeq.

(N

Figura 3.5.2 Vectores ortonormales e,, e, y € asociados con las coordenadas esféricas.

EJEMPLO 4 Probar la férmula (i) del teorema 4.

SOLUCION  Tenemos
vr=ghi+ i+ Fh (1)
De la figura 3.5.1, tenemos
er = \/x% = cos i «l}» sen 8
eg = ¥t = —sen i+ cosfj (es y e son ortogonales en el plano)

e =k.
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(Notar las diferencias entre lo anterior y el ejercicio 6, seccién 1.4.) Resolviendo
para i, j y k, obtenemos

i=e,cosf —epsenb
j=ersenf + egcosb (2)
k=e..

Por la regla de la cadena, y recordando que z = rcosf, y = rsenf y z = 2,

obtenemos
of _ofos , afoy  0f0s
dr 9z dr  Adydr  93z0r’

esto es,
of of af
B = 05031: +sen93y
De manera analoga,
of _ of of of _of
20 = rsen982+rcoseay y 32 = 9z
Resolviendo, obtenemos
of _ 9f senbof
5z ®"ar " "1 06
af Of cos8Oof
oy _sengar T r 09 ®)
of _of
8z~ 9z

Sustituyendo las ecuaciones (2) y (3) en la ecuacién (1) y simplificando se obtiene
el resultado deseado. A

Este método de cambio de variables también se puede usar para la divergencia
y el rotacional, aunque es mas tedioso para éstos que para el gradiente.

Las demostraciones de las férmulas en el teorema 5 son mas largas si se les
ataca directamente con el argumento del cambio de variable y la regla de la
cadena usado en el ejemplo 4. Un procedimiento mas eficiente para la férmula (i)
es el siguiente método informal. Para justificar

Bf 10f 1 Bf
v p+p6¢ psen¢ 80

notamos que si p, ¢, § cambian de manera infinitesimal, los correspondientes
cambios de longitud en las direcciones e,, e y ey de sus ejes coordenados son

dp, pd¢ 'y  psenddd
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Z 4
d?/\
psen ¢ db
pdo
¢ d¢
\
P
de Y
>4
psen¢
~’D/psen ¢do

e

Figura 3.5.3 Cambios infinitesimales de longitud producidos por dp, d8 y dé.

(figura 3.5.3). Asi, las componentes del gradiente de f (las tasas de cambio de f
por unidad de distancia) estan dadas por Vf-e, =0f/0p, Vf-ey, = 0f/(p0¢)
y Vf-ey =0f/(psen ¢ 36), lo cual da la férmula (i).

La mejor demostracién formal de las férmulas (ii) y (iii) hace uso de los teo-
remas de Stokes y de Gauss, los cuales se tratan en el capitulo 8. El lector que
intente el argumento directo de la regla de la cadena apreciara la espera y pro-
bablemente estard de acuerdo en que ese argumento (en el suplemento de la
seccién 8.4) jes mas explicito y ciertamente mas facil!

EJERCICIOS

1. Suponer que V:-F =0 y que V : G = 0. ;Cuaéles de las siguientes tienen necesa-

riamente divergencia cero?
(a) F+ G b) FxG (¢) (F-Q)F

2. Probar las identidades 1 a 6 de la tabla 3.1.

Probar las identidaddes 7, 9 y 11 de la tabla 3.1. (La demostracién sélo de la
identidad 9 estd en la Guia de estudio de este libro.)

4. Probar las identidades 12, 13, 15 y 16 de la tabla 3.1.
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5. Sea F = 2z2%i+j+ y°zzk, G = i+ ¢°j+ 22k y f = x%y. Calcular las siguientes
cantidades:

(a) Vf (b) VxF
(F-V)G (d) F-(Vf)
() FxVf

6. Probar las identidades 18 a la 21 de la tabla 3.1.

7. Sea F un campo vectorial general. ;Tiene V x F que ser perpendicular a F?

Sea r(z,y,2) = (2,9,2) y r = /12 + 3> + 22 = ||r|. Probar las identidades si-
guientes.
(a) V(1/r) = —r/r’,r #£0;y, en general, V(r") = nr"~?r y V(logr) =r/r%.
(b) V2(1/7) = 0,7 #0; y, en general, V?r" = n(n +1)r"~2.
() V-(r/r®) =0;y, en general, V - (r"r) = (n + 3)r".
(d) V xr=0;y, en general, V x (r"r) = 0.

9. Probar la férmula (ii) del teorema 4 comenzando con V-F = ié— +ji + k?—
az dy 9z

«(Frer + Foeo + F.e.) y sustituyendo las férmulas desarrolladas en el ejemplo 4.

*10. Probar la férmula (iii) del teorema 5.

*E Mostrar que en coordenadas polares (r,8) en R?, la ecuacién de Laplace

toma la forma
w1 87 10u

et Ty =0

*12. Mostrar que en coordenadas esféricas (p, 8, #) la ecuacién de Laplace ViV =0
toma la forma

3 2,0V 1 v az(pV)_
ou ((1_“)3y)+1—u2 062 te dp? =0

donde p = cos ¢. (Esta fue la forma original de la ecuacién de Laplace.) Compararla
con la expresidn del ejercicio 11 cuando V' es constante en ¢ y p = 0.

EJERCICIOS DE REPASO DEL CAPITULO 3

1. Calcular la divergencia de los siguientes campos vectoriales, en los puntos indica-
dos.
(a) F(z,y,2) = zi+ 3zyj + zk, (0,1,0)
F(z,9,2)=yi+zi+ak,  (1L,1,1)
(c) F(z,y,2) = (z+y)*i+ (sen zy)j + (cos zy2)k, (2,0,1)
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Calcular el rotacional de cada campo vectorial en el ejercicio de repaso 1 en el
punto dado. {La solucién sdlo a la parte (b) estd en la Guia de estudio de este libro.)

3. (a) Sea f(z,y,2) = zyz?; calcular V.
(b) Sea F(z,y, z) = zyi + yzj + 2yk; calcular V x F.
(c) Calcular V x (fF) usando la identidad 11 de la tabla 3.1. Comparar mediante
célculo directo.

4. Calcular V- F y V x F para los siguientes campos vectoriales:
(a) F=2zi+3yj+4zk
F =z%+¢*j+ 2’k
(c) F=(z+yi+(y+2)i+(z+2)k

5. En el punto indicado de cada una de las siguientes trayectorias, calcular el vector
velocidad, el vector aceleracidn, la rapidez y la ecuacién de la recta tangente.
(2) o(t) = (£ +1,e7 ", cos(nt/2));t =1
o(t) = (12 — 1,cos(t?), t);t = \/7
(c) o(t)= (e',2sen t,cost);t=0

[
(d) U(t)=]—j'_71+t.]+k;t=2

6. Sean o:R — R? una trayectoria y h: R — R una funcién diferenciable estricta-
mente creciente. La composicién & o h: R — R? se llama reparametrizacién de o por
h; decir por qué o o h tiene la misma trayectoria que &, y probar que si & = o o h,
entonces a'(t) = h'(t)a’'(h(t)). (Ver el ejercicio 5(c) de la seccién 3.2.)

7. ;A qué altitud debe estar un satélite para que parezca quieto en el cielo cuando se
le ve desde la Tierra? (Ver el ejercicio 9, seccién 3.1. para las unidades.)

8. (a) Sea a cualquier trayectoria diferenciable cuya rapidez nunca es cero. Sea s(t)
la funcién de longitud de arco para «, s(t) = f: lle’(7)]| d7. Sea t(s) la funcién inversa

de s. Probar que la curva 8 = e ot tiene rapidez unitaria; i.e., ||8'(s)]| = 1.
(b) Sea & la trayectoria o(t) = (acost,asent,bt). Hallar una trayectoria o que
tenga la misma trayectoria que & pero que tenga rapidez umitaria, ||a/(3)|| = 1; i.e.,

hallar una reparametrizaciéon de o con rapidez unitaria. (Ver los ejercicios 5y 7 en la
seccién 3.2.)

Sea una particula de masa m que se mueve sobre la trayectoria o(t) = (¢, sent,
cost). Calcular la fuerza que actiia sobre la particula en ¢ = 0.

10. (a) Sea c(t) una trayectoria con ||c(t)|| = constante; i.e., la curva estd sobre una
esfera. Probar que ¢'(t) es ortogonal a c(t).

(b) Sea c una trayectoria cuya rapidez nunca es cero. Mosttar que c tiene rapi-
dez constante si y sélo si el vector aceleracién ¢” siempre es perpendicular al vector
velocidad c'.

E Sea una particula que viaja sobre la trayectoria c(t) = (t,1*,tcost) y, en t = ,
sale de la curva por una tangente. ;Dénde estd la particula en el tiempo ¢ = 2727
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12. Verificar las identidades en el ejercicio 8, seccién 3.5, usando las expresiones para
div, grad y rot en coordenadas esféricas.

13. (a) Sea F = 2zye®i+ e*z%j + (z%ye® + z°)k. Calcular V- F y V x F.
(b) Hallar una funcién f(z,y,2) tal que F = V f. Analizar brevemente.

14. Una particula que se mueve sobre la curva o(t) = 3t°i — (sent)j — e'k se suelta
en el tiempo t = % y sale por la tangente. ;Cudles son sus coordenadas en el tiempo
t=17

@ Sea F(z,y,2) = (2%,0,2(1 + z)). Mostrar que a(t) = (1/(1 —1),0,e'/(1 — 1)) es
una linea de flujo de F.

5

Expresar como integral la longitud de arco de la carva 22 = y> = 2° entrez =1y

£ = 4 con una parametrizacién adecuada.

17. Hallar la longitud de arco de o(t) = ti + (Int)j + 2v/2tk para 1 < ¢ < 2.



4 DERIVADAS DE ORDEN
SUPERIOR;
MAXIMOS Y MINIMOS

...a saber, pues la forma de todo el universo es de lo mas
perfecto, y, de hecho disefiado por el creador més sabio, nada
ocurrird en el mundo sin que destaque, de alguna manera, la
presencia de una regla méxima o minima.

LEONHARD EULER

En célculo de una variable, para saber si una funcién f(z) tiene algin maximo
o minimo local, se buscan los puntos criticos zg, esto es, puntos zp tales que
f'(zo) = 0, y en cada uno de dichos puntos se observa el signo de la segunda
derivada f"(z¢). Si f”(z0) < 0, entonces en f(zo) hay un mdximo local de f; si
f"(zo) > 0, entonces f(zo) es un minimo local de f; si f”’(z¢) = 0, el criterio
falla.

En este capitulo se extienden estos métodos a funciones con valores reales, de
varias variables. Comenzamos en la seccién 4.1 con un estudio del teorema
de Taylor, que se usard en la seccién 4.2 para deducir criterios para detectar
maximos, minimos y puntos silla. Tal como sucede con funciones de una varia-
ble, dichos métodos ayudan a visualizar la forma de una grafica.

En la seccién 4.3 se estudiara el problema de maximizar una funcién con valo-
res reales sujeta a condiciones adicionales, también conocidas como restricciones.
Por ejemplo, podriamos querer maximizar f(x,y, z) para (z,y, z) restringidos a
pertenecer a la esfera unitaria, 2 + y? + 22 = 1. En la seccién 4.4 se presenta
un teorema técnico (el teorema de la funcidén implicita) til para estudiar res-
tricciones. También sera util mas adelante, cuando estudiemos superficies.
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En la seccién 4.5 se describen algunas aplicaciones del material anterior, rela-
cionadas con geometria, economia y puntos de equilibrio de sistemas fisicos y su

estabilidad.

4.1 TEOREMA DE TAYLOR

Usaremos el teorema de Taylor en varias variables, para deducir un criterio que
permita detectar diferentes tipos de puntos extremos, y finalmente obtendre-
mos un criterio parecido al de la segunda derivada que se estudié en célculo de
una variable. Existen algunas otras aplicaciones importantes de este teorema.
Basicamente, el teorema de Taylor nos da aproximaciones “de orden superior” a
una funcién, usando algo mds que simplemente la primera derivada de la funcidn.

Para funciones suaves de una variable f: R — R, el teorema de Taylor asegura
que

£) = f@) + f@)z —a) + LB (@ —a) 4.
) (a .
+ f—%T(—)(x—a) + Ri(z,a), (1)
donde . .
Rk(z, a) — / %f(k-ﬂ)(t) dt (11)

es el residuo. Para z cerca de a, este error Ri(x,a) es pequefio “de orden k”.
Esto significa que
Ri(z,a)
(z —a)*
En otras palabras, Rx(z,a) es pequeilo comparado con la cantidad (de por sf
pequefia) (z — a)k.

El objetivo de esta seccién es probar un teorema analogo vélido para funciones
de varias variables. De ahi se seguird el teorema para funciones de una variable,
como corolario. Ya conocemos una versién de primer orden, esto es, cuando
k = 1. En efecto, si f: R® — R es diferenciable en xo y definimos

Ri(x,%0) = f(x) — f(%0) — [Df(x0)}(x — %),

—0  cuando £ —a. (2)

de modo que
f(x) = f(x0) + [Df(x0)](x ~ X0} + Ri(x, Xo),

entonces, por la definicién de diferenciabilidad,
[R1(x, %0)|

— 0 cuando X — Xo;
[l — xol]

esto es, R;(x,Xo) tiende a cero més ripido que la cantidad de primer orden, en
Xo. Resumamos estos resultados. Escribamos h = x—x¢ y Ri(x,%xg) = Ri(h,x¢)
(jabuso de notacién permitido!), y se obtiene:
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TEOREMA 1 (Férmula de Taylor de primer orden). Sea f:U C R® — R dife-
renciable en xy € U. Entonces podemos escribir

f(xo +h) = Xo)+zh -(%0) + Ri (b, %o),

donde Ry(h,x¢)/||h|| — 0 cuando h — 0 en R”.

La férmula de Taylor de segundo orden es como sigue:

TEOREMA 2 Sea f:U C R® — R con derivadas parciales continuas hasta de
tercer orden.* Entonces podemos escribir

fxo+h) = f Xo)+Zh A -(x0) + 3 Zhh,a o) + Rl x0),

donde Ry(h,x0)/||h||? — 0 cuando h — 0 y la segunda suma es sobre todas las
i y j entre 1 y n (de manera que hay n? términos).

En el transcurso de la demostracién obtendremos una férmula explicita atil
para el residuo R; (ver la ecuacién (5'), a continuacién). Esta férmula es una
generalizacién de la férmula (1).

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 2  Por la regla de la cadena,

%f()(o +th) = [Df(xo + th)]h = Z %(XO + th)h;;

1=1

ahora, integrar ambos lados de t = 0 a ¢t = 1 para obtener

1 n of n 1 of
F(xo0 + ) — f(x0) = / > o (xo + thhidt = Z/ 1 (%o + th)h; dt.
0 =1 T i=1 VO al‘i

Integrar por partes la expresion del lado derecho usando la férmula general

1 1
d au
/0 udt t= / Udt dt + uv

*En realidad, para el enunciado del teorema segiin se presenta aqui, basta que f sea de clase
C?2, pero para tener una forma adecuada del residuo suponemos que f es de clase C3. Sj se
supone viélida la versién de una variable, al aplicarla a g(t) = f(xo + th) se obtiene la versién
que se da aqui para varias variables.

1

0
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En este caso, sea u = (0f/0x;)(xo + th)h; y sea v =t — 1. Entonces

Z/ ~——(xo+th)h dt = Z/ (xo+th)hh dt+2h - (x0),

i,7=1 i=1

pues
du &
—? = Z 5;%()(0 + th)hth
; t J
j=1
por la regla de la cadena, y

—(t—l) (xo+th)‘ = 2L oy
t=0 i

Asi, hemos probado la identidad

f(xo +h) = fxo) = gf(m)hi + Ra(b, o)

=1

(xo + th)h:h; dt. (3)

donde Ri(h,x0) = Z/ 1——t

$,7=1

(La férmula (3) es una férmula explicita para el residuo en el teorema 1.)
Si integramos por partes la expresién (3) para Ri(h,xg), con

0% f (-1’
= th)hh; = ——
0zi0t; (XO + ) 4 y v 2
obtenemos
(t—13? 9°f
flhe) = 21/ 2 92,92,90, 0 T hhshi di+ Zl 292 3z (xo)hih;.
7, 3

Asi, hemos probado que

S0 +1)= f(x0) + Y i (xo) + Z"haa T () + Ba(l,x0)
donde = e (4)

Rz(h,x0)= E / = (Xo+th)hhhkdt

2 dz;0z;0c
t,7,k=1

El integrando es una funcién continua de t y por lo tanto estd acotada en una
pequena vecindad de xq (pues tiene que estar cerca de su valor en x¢). Asi, para
una constante M > 0 obtenemos, para ||h|| pequena,

|Ra(h, %0)| < |[B]I° M.
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En particular,
|R2(h, %o )|
b2
como requiere el teorema. Un argumento similar aplicado a Ry, muestra que
|R1(h,x0)|/|/h)} — 0 cuando h — 0, aunque esto se sigue también, de la defi-
nicién de diferenciabilidad, como se noté en la pag. 242. |

<|hjjM -0  cuandoe  h—0,

FORMA EXPLICITA DEL RESIDUO

(i) En el teorema 1,

Ri(h,xo) = Z/ (1-1) (x0+th)h h; dt
2,7=1
" (5)
=1 %
- Z 20zidz; (c)hih,
t,7=1
donde c esta en algun lugar de la recta que une x¢ con xg + h.
(i1) En el teorema 2,
n 1 2 3
(t—17 8%
= hihe dt
Ra(h, o) ,-,zk;l/o T Tenaa, 0+ by
" (5"
= h;h h
Z 31 91, axjaz pr e P GO
1,7,k=1

donde ¢’ estd en algin lugar de la recta que une a xq con xg + h.

Las representaciones de R; y Ry como integrales se obtuvieron durante la de-
mostracién del teorema 2 (ver las férmulas (3) y (4)). Las formulas que incluyen
c y ¢ (se llaman forma de Lagrange para el residuo) se obtienen del segundo
teorema del valor medio para integrales. Este dice que

J2 Mgy dt = he) ) g(t) dt,

siempre que h y g sean continuas y ¢ > 0 en [a, b]; donde c es algin nimero entre
a y b.* Esto se aplica en la férmula (5) para la forma explicita del residuo con

h(t) = (82 f/8z;0z;)(zo +th) y g(t) = 1 — 1.

*Demostracion Si g = 0, el resultado es trivial, de modo que podemos suponer que g # 0 y
que f:g(t) dt > 0. Sean M y m los valores maximo y minimo de h, alcanzados en tar y tom,
respectivamente. Como g(t) > 0,

b b b
m/ g(t) (ltS/ h(t)g(t) dtSA/[/ g(1) dt.

Asi, (f: h(t)g(t) dt)/(f: g(t) dt) esta entre m = h(tm) y M = h(tr) y entonces, por el teorema
del valor intermedio, es igual a h(c) para algiin c intermedio. |
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No es dificil imaginar la forma general del teorema de Taylor. Por ejemplo, la
férmula de Taylor de tercer orden es

f(x0 +h) = (xo)+2h 5 0+ 3 LS w2l 5s; (%0)

l]l

3, Z thhkaza 5 (x0) + Ra(B, x0),

$,7,k=1

donde Ra(h,x¢)/|/h||> — 0 cuando h — 0, y asi sucesivamente. La férmula
general se puede probar por induccién, usando el método de demostracién dado
anteriormente.

EJEMPLO 1 Calcular la formula de Taylor de segundo orden para f(z,y) =
sen(z + 2y), alrededor del punto xo = (0,0).

SOLUCION  Nétese que

f(0,0) =0,
O (00) —cox0 4 2-0) =1, (0,0 = 2con(0+2-0) =
(%(0,0) =cos(0+2-0) =1, 8y(0’0)_2C0S(0+2 0) =2,
5‘2f 32 82f
9z 5520,0)=0, oy 2(0 0) =0, axay(0,0) =0.
Asi,
f(b) = f(h1, h2) = k1 + 2h2 + R(h,0),
donde
R>(h,0)
e -0 cuando h—0. A

EJEMPLO 2  Calcular la formula de Taylor de segundo orden para f(z,y) =
e® cos y, alrededor del punto o = 0, yo = 0.

SOLUCION  Aqui

of

- 9f - ﬂ -
f0.0=1, =2(0,0=1, (0,0) =0,

an
62

82f

azay(O ,0) =0,

f 0.0y = —
——(0,0) =1, 57 (00 =
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y asi
f(h) = f(h1,ha) =1+ k1 + 283 — 143 + Ry (h,0),
donde
R3(h,0)
— 5 cuando h— 0. A
IRl

En el caso de funciones de una variable, se puede desarrollar f(z) en una serie
infinita de potencias, llamada serie de Taylor:

f,(.'llo)h2 ++M+

flzo+h)= f(xo) + fl(zo)h + 2 k! ’

slempre que se pueda mostrar que Ri(h,z¢) — 0 cuando k — co. De manera
andloga, para funciones de varias variables los términos anteriores se reemplazan
con 16s correspondientes que incluyen derivadas parciales, como lo vimos en el
teorema 2. De nuevo, se puede representar dicha funcién mediante su serie de
Taylor, siempre que sea posible mostrar que Ry — 0 cuando k£ — oco. Este punto
se examina con mayor profundidad en el ejercicio 7.

EJERCICIOS

En los ejercicios 1 al 6, determinar la férmula de Taylor de segundo orden para la
funcién dada alrededor del punto dado (zo, yo).

[1] f(z,9) =@+ 92 20=0, 3 =0
2 f(z,y) =1/(z* + ¥ 41), 20 =0,90 =0
3 f(z,y) =¥, 20=0,49 =0
4. f(z,y) = e~ v’ cos(zy), 2o =0, yo = 0
E{ f(z,y) = sen(zy) + cos(zy), zo =0, yo =0
6. f(z,y) = e(=z=1)? cosy, To =1,y =10
*7. Una funcién f: R — R se llama analitica siempre que

f(z+ k)= f(z)+ f'(2)h+ -+ %h‘w---

(i-e., la serie del lado derecho converja y sea igual a f(z + k)).
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(2) Suponer que f satisface la condicién siguiente: en cualquier intervalo cerrado
[a,b] existe una constante M tal que para toda k =1,2,3, ..., |f(")(1:)| < M* para
todo z € [a,b]. Probar que f es analitica.

—1/z 0

b) Sea f(z) =3¢ ¢ z >

re={g" 12
Mostrar que f es una funcién C*, pero que f no es analitica.

{c) Dar una definicién de funcién analitica de R™ a R.. Generalizar la demostracién
de la parte (a) para esta clase de funciones.

(d) Desarrollar f(z,y) = e*¥ en una serie de potencias alrededor de zo = 0,
Yo = 0.

4.2 EXTREMOS DE FUNCIONES CON VALORES REALES

NOTA HISTORICA

A lo largo de la historia se han buscado leyes que describan los fenémenos del mundo
fisico. Sin embargo, ningin principio general que abarcara a todos los fenémenos se
propuso hasta 1744, cuando el clentifico francés Pierre Louis Moreau de Maupertuis
presenté su gran esquema del universo.

El “principio metafisico” de Maupertuis es la suposicién de que la naturaleza siempre
opera con la mayor economia posible. Dicho brevemente, las leyes fisicas son consecuen-
cia de un principio de “economia de medios”; la naturaleza siempre actia de tal manera
que minimiza alguna cantidad, lo que Maupertuis llamé “accién”.

Estas ideas, a menudo llamadas principios variacionales, son la piedra angular fi-
loséfica de buena parte de la fisica matematica y particularmente de la mecénica, tema
central de la fisica, la ingenierfa y las matematicas. El gran matematico suizo Leonhard
Euler contribuyé con gran parte de la base matemdtica para la teoria relacionada de
méaximos y minimos de cantidades escalares. Parte de su teoria se presenta en esta
seccién.

Entre las caracteristicas geométricas basicas de la grafica de una funcién estén sus
puntos extremos, en los cuales la funcién alcanza sus valores mayor y menor. En
esta seccion deduciremos un método para determinar estos puntos. De hecho,
el método también descubre extremos locales. Estos son puntos en donde la
funcién alcanza un valor maximo o uno minimo respecto a los puntos cercanos.
Comencemos definiendo los términos usados.

DEFINICION Si f:U C R" — R es una funcidn escalar dada, un puntox, € U se
llama minimo local de f si existe una vecindad V de xq tal que para todos los
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grafica de f

t
{
|

grafica de f

=y »——-—~--—-~1v~-->—-——b- y
' s ]
’,‘// ‘ ) ) ’,v/ .
//, Xo s Xo
“,/‘{ minimo local S maximo local
x’ x
@ (b)

Figura 4.2.1 Puntos minimo local (a) y méximo local (b) para una funcién de dos
variables.

puntos x en V, f(x) > f(xq). (Ver la figura 4.2.1.) De manera analoga, xo € U
es un maximo local si existe una vecindad V de xq tal que f(x) < f(xp) para
todo x € V. El punto xo € U es un extremo local o relativo, si es minimo
local o maximo local. Un punto xq¢ es un punto critico de f si D f(xo) = 0. Un
punto critico que no es un extremo local se llama punto silla*

La ubicacion de los extremos esta basada en el hecho siguiente, que debiera
conocerse desde el calculo de una variable (caso n = 1): todo extremo es un
punto critico.

TEOREMA 3 Si [V C R" es abierto, f:U C R® — R es diferenciable y xo € U
es un extremo local, entonces D f(xg) = 0; esto es, x¢ es un punto critico de f.

DEMOSTRACION Suponer que f alcanza un maximo local en xq. Entonces para
cualquier h € R”, la funcién g(t) = f(xo + th) tiene un maximo local en ¢t = 0.
Asi, por calculo de una variable ¢'(0) = 0.F Por otro lado, por la regla de la
cadena,

g'(0) = [Df(xo)]h.

*No siempre se usa el término “punto silla” con esta generalidad; mas adelante continuaremos
con el estudio de los puntos silla.

 Demostracién  Como 9(0) es un maximo local, g(t) < g{(0) para t > 0 pequefio, de modo que
g(t)—g(0) <0, y de aqui, g’ (0) = h'm.itf (9(t)—g{(0))/t < 0, donde h'mitf significa limite cuando
t—0 t—0
t — 0y t > 0. De manera andloga, para ¢ < 0 pequena tenemos g'(0) = limite (g(t) — g(0))/t >
t—0=

0, de modo que g’(0) = 0. u
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Asi, [Df(xg)]h = 0 para todo h, de modo que D f(xg) = 0. El caso en el que f
alcanza un minimo local en xq es completamente andlogo. |

Si recordamos que D f(xo) = 0 significa que todas las componentes de D f(xg)
son cero, podemos reescribir el resultado del teorema 3: si xg es un extremo local,
entonces

a—f-(xo)=0, t=1,...,m;
T

esto es, cada derivada parcial es cero en xg. En otras palabras, V f(x0) = 0,
donde V f es el gradiente de f.

Si queremos hallar los extremos o los extremos locales de una funcién, entonces
segin el teorema 3 debemos buscar entre los puntos criticos. A veces resulta
posible detectarlos mediante inspeccién, pero lo comin es usar criterios (que
desarrollaremos mds adelante) andlogos al de la segunda derivada en calculo de
una variable.

EJEMPLO 1 Hallar los maximos y minimos de la funcién f:R? — R, (z,y) —
z? + y*. (Ignorar el hecho de que este ejemplo puede resolverse por inspeccién).

SOLUCION  Debemos identificar los puntos criticos de f resolviendo las ecuacio-
nes 8f(2,y)/0z =0y 0f(z,y)/0y =0, para 2 y y. Pero

a I}
gf(z,y)—% y @f(x,y)—%,

de modo que el inico punto critico es el origen (0, 0), donde el valor de la funcién
es cero. Como f(z,y) > 0, este punto es un minimo relativo —de hecho, un
minimo absoluto o global— de f. A

EJEMPLO 2 Considerar la funcién del ejemplo 4 de la seccion 2.1, f:R? — R,
(z,y) — =% — y?. Ignorar por el momento que esta funcidn tiene un punto silla y
no tiene extremos, y aplicar el método del teorema 3 para localizar los extremos.

SOLUCION  Como en el ejemplo 1, hallamos que f tiene un solo punto critico,
en el origen, donde el valor de f es cero. Examinando directamente los valores de
f para puntos cerca del origen, vemos que f(z,0) > f(0,0) y f(0,y) < £(0,0).
Como se pueden tomar z o y arbitrariamente pequeiios, el origen no puede ser
un minimo relativo ni un maximo relativo (de modo que es un punto silla). Por
lo tanto, esta funcién no tiene extremos relativos (ver la figura 4.2.2). A



4.2 EXTREMOS DE FUNCIONES CON VALORES REALES 251

Figura 4.2.2 Funcién de dos variables con punto silla.

EJEMPLO 3 Hallar todos los puntos criticos de z = z2y + y’z.

SOLUCION  Diferenciando, obtenemos

3z
dy

Oz

32 = 2xy+z2.

=2zy +3°,

Al igualar a cero las derivadas parciales se obtiene
2 2
2¢y+y° =0, 2zy+2°=0.

Restando, obtenemos 2 = y2. Asi, z = %y. Sustituyendo z = +y en la primera
ecuacién anterior, hallamos que

2y° +y° =3y" =0,

de modo que y =0 y asi, z = 0. Si £ = —y, entonces

2"+ = -9 =0,
de modo que y = 0 y por lo tanto £ = 0. De aqui que el {nico punto critico es
(0,0). Para ¢ = y, z = 223, que es tanto positivo como negativo para  cerca de
cero. Asi, (0,0) no es un extremo relativo. A

El resto de esta seccién se dedica a deducir un criterio que dependa de la
segunda derivada, para que un punto critico sea un extremo relativo. En el caso
especial n = 1, el criterio se reducira a la conocida condicién de que f”(z) > 0
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para un minimo y f”(z) < 0 para un maximo. Pero en el contexto general,
la segunda derivada es un objeto matematico bastante mds complicado. Para
enunciar el criterio introducimos una versién de la segunda derivada llamado el
hessiano.
El concepto que deseamos introducir incluye la idea de funcion cuadratica. Las
funciones cuadraticas son funciones g: R” — R. que tienen la forma
n

g(hy, .. ha) = }: aijhih;

ty=1
para una matriz [a;;]. En términos de multiplicacién de matrices podemos escribir
ain @12 0t Qin ki

glhi, ... hn) =[h1-- hy]
anl An2 *°* Qnp hn
Podemos, si asi lo queremos, suponer que [a;;] es simétrica; de hecho, g no cambia
si reemplazamos a;; por b;; = %(aij + aj;), pues h;h; = hjh; y la suma es sobre
toda 7 y j. La naturaleza cuadratica de ¢ se refleja en la identidad

g(AR1, .., ARg) = Ng(ha, ..., ha),

que se sigue de la definicién.
Ahora estamos preparados para definir funciones hessianas (llamadas asi en
honor de Ludwig Otto Hesse, quien las introdujo en 1844).

DEFINICION Suponer que f:UU C R® — R tiene derivadas parciales de segundo
orden (0*f /0z;dz;)(x¢), parai, j = 1,..., n, en un punto xo € U. El hessiano
de f en xq es la funcidn cuadratica definida por

H Xo) h 2 Z 9z OTJ Xo)h,‘hrj.

1,7=1

Esta funcién se usa, por lo comin, en puntos criticos xqg € U. En este caso,
Df(xg) = 0, y la férmula de Taylor (ver el teorema 2, seccién 4.1) se puede
escribir en la forma

F(xo +h) = f(x0) + H(x0) () + Ra(h, Xo)-

Asi, en un punto critico el hessiano es igual al primer término no constante en
la serie de Taylor de f.

Una funcién cuadrética g: R® — R se llama definitivamente positiva si g(h) >
0, para todo h € R” y g(h) = 0 sélo para h = 0. De manera andloga, g es
definitivamente negativa si g(h) < 0y g(h) = 0 s6lo para h = 0.

Notese que si n = 1, Hf(zo)(h) = 5f"(z0)h? la cual es definitivamente
positiva si f”’(zy) > 0. Ahora ya estamos preparados para enunciar el criterio
para extremos relativos.
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TEOREMA 4 Sif:U C R” — R es de clase C3, xp € U es un punto criticode f y
el hessiano H f(xo) es definitivamente positivo, entonces Xq es un minimo relativo
de f. De manera analoga, si H f(xq) es definitivamente negativo, entonces X, es
un maximo relativo.

En realidad, probaremos que los extremos son estrictos. Se dice que un maximo
relativo xq es estricto si f(x) < f(xg) para x cercano, con X # Xg. De manera
analoga se define un minimo relativo estricto.

La demostracién del teorema 4 requiere el teorema de Taylor y el siguiente
resultado de algebra lineal.

LEMA 1 Si B = [b;;] es una matriz real de n x n, y si la funcidn cuadratica
asoclada
n 1y
H:R" =R, (hy,... hn) = - Z bishih,
t,7=1
es definitivamente positiva, entonces existe una constante M > 0 tal que para

todoh € R",
H(h) > M|n?.

DEMOSTRACION Para ||h|| = 1, hacer g(h) = H(h). Entonces g es una funcién
continua de h para ||h|| = 1 y por lo tanto alcanza un valor minimo, digamos
M .* Como H es cuadratica, tenemos

= _E.. — L 2 _ L 2 2
sy = 1 (gt ) =1 () i = (g ) 0P 2 apm)

para cualquier h # 0. (El resultado es valido de manera obvia si h = 0.) n

Nétese que la funcién cuadratica asociada con la matriz $(82f/9z,;0z;) es
precisamente el hessiano.

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 4 (Optativa) Recordar que si f: U C R® — R es de
clase C® y xo € U es un punto critico, el teorema de Taylor se puede expresar
en la forma
f(xo0 +h) — f(x0) = Hf(x0)(h) + Rz(h, x0),
donde
Rz(h, Xo)
b2

cuando h — 0.

*Usamos aqui sin demostracién, un teorema andalogo al de calculo en el cual se afirma que toda
funcién continua en un intervalo [a, b] alcanza un miximo y un mfnimo. El resultado requerido
aqui se enuncia en el teorema 6, mas adelante.
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Como H f(xo) es definitivamente positivo, el lema 1 asegura la existencia de
una constante M > 0 tal que para todo h € R"

H f(x0)(h) 2 M.
Como Ra(h,xo)/||h]|> — 0 cuando h — 0, existe § > 0 tal que para 0 < [|h|| < §
|R2(h, x0)| < M|h|*.

Asi, 0 < Hf(xo)(h) + Ra(h,x¢) = f(x0 +h) — f(x0) para 0 < ||h|]| < 6, de
manera que Xg es un minimo relativo, de hecho, un minimo relativo estricto.

La demostracién en el caso definitivamente negativo es analoga, o puede ob-
tenerse al aplicar la anterior a — f, y se deja como ejercicio. |

EJEMPLO 4 Considerar de nuevo la funcién f:R? — R, (z,y) — z? + 32
Entonces, (0,0) es un punto critico y f ya esta dada en la forma del teorema de
Taylor

F((0,0) + (h1, h2)) = £(0,0) + (kT + h3) +0.
Podemos ver directamente que el hessiano en (0,0) es
H{(0)(h) = k3 + h3,

el cual, es evidente, es definitivamente positivo. Asi, (0,0) es un minimo relativo.
Desde luego que este caso sencillo pudo haberse hecho sin calculo. En efecto,
resulta claro que f(z,y) > 0 para todo (z,y) # (0,0). A

Para funciones f(z,y) de dos variables, es posible escribir el hessiano como
sigue:

7i P

dr?  Oyor h
Hf(I,y)(h) = %[hl,h2] aZf ﬁ [h::l '

dzdy  dy?

Presentaremos ahora un criterio til para saber cuando una funcién cuadratica
definida por una matriz de 2 x 2 de ese tipo, es definitivamente positiva. Esto
serd de utilidad junto con el teorema 4.

LEMA 2 Sean

c

BZ[Z b] v H(h):%[hl,hz]B[Z:].

Entonces H(h) es definitivamente positivasi y sélosia > 0 y det B = ac—b% > 0.
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DEMOSTRACION Tenemos
hy + bh
H(b) = L[hy, ko) [“ L bR

bhy + chz] = 3(ahi +2bhiho + ch3).

Completemos el cuadrado, escribiendo
2 2
H(h) = La (h.l + 9h2) n <c— b—) %
a a
Supongamos que H es definitivamente positivo. Haciendo hy = 0, vemos que
a > 0. Haciendo h; = —(b/a)hs, obtenemos ¢ — b*/a > 0 o ac — b? > 0.
Reciprocamente, si a > 0y ¢ — b%/a > 0, H(h) es una suma de cuadrados,
de manera que H(h) > 0. Si H(h) = 0, entonces cada cuadrado debe ser cero.

Esto implica que tanto h; como hs deben ser cero, de modo que H(h) es defini-
tivamente positiva. |

De manera andloga, H(h) es definitivamente negativa si y sélo si a < 0y
ac— b2 > 0. Hay criterios similares para una matriz simétrica B de n x n. Consi-
derar las n submatrices cuadradas a lo largo de la diagonal (ver la figura 4.2.3).
B es definitivamente positiva (esto es, la funciéon cuadréatica asociada con B es
definitivamente positiva) si y s6lo si los determinantes de estas submatrices dia-
gonales son todos mayores que cero. Para B definitivamente negativa, los signos
deberan alternarse < 0y > 0. No probaremos aqui este caso general.* En caso
de que los determinantes de las submatrices diagonales no sean todos iguales
a cero pero que la matriz no sea definitivamente positiva o negativa, el punto
critico es tipo silla; en este caso se puede mostrar que el punto no es maximo ni
minimo.

Figura 4.2.3 Se usan submatrices “diagonales” en el criterio para definitividad positiva,
todas deben tener determinante > 0.

El lema 2 y el teorema 4 dan el resultado de la pagina siguiente.

*Esto se demuestra, por ejemplo, en K. Hoffman y R. Kunze, Linear Algebra, Prentice-Hall,
Englewood Cliffs, N.J., 1961, pags. 249-251. Los estudiantes familiarizados con algebra lineal
notaran que B es definitivamente positiva cuando todos sus valores propios (que son reales,
pues B es simétrica) son positivos.
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TEOREMA 5 Sea f(z,vy) de clase C® en un conjunto abierto U en R?. Un punto
(z0,y0) es un minimo local (estricto) de f si se cumplen las tres condiciones

siguientes:
. 0 0
(i) %(l‘o’ Yo) = %(l’myo) =0
o’f

(ll) axz(xovyo) >0

2 82 2f\’
(i) D= (%;’2) (#) B (awfy) > 0en (zou0)

(D se llama el discriminante.) Si en (ii) tenemos < 0 en lugar de > 0 sin cambiar
la condicién (iil), entonces tenemos un maximo local (estricto).

EJEMPLO 5  Clasificar los puntos criticos de la funcién f:R? — R, (z,y) —
r? — 2zy + 29°.

SOLUCION  Como en el ejemplo 4, es facil calcular y ver que el origen es el tinico
punto critico f(0,0) =0, y que el hessiano es

Hf(0)(h) =k} — 2h1hy + 2h3 = (hy — h2)® + k3,

el cual claramente es definitivamente positivo. Asi, f tiene un minimo relativo en
(0,0). De manera alternativa, podemos aplicar el teorema 5. En (0, 0), 82 f/9z? =
2,0%f/0y* =4y 8?f/0xdy = —2. Se cumplen las condiciones (i), (ii) y (iii), de
modo que f tiene un minimo relativo en (0, 0). A

Si en el teorema 5 se tuviera DD < 0, entonces tendriamos un punto silla. De
hecho, podemos probar que f(x,y) es mayor que f{xg,y) conforme nos alejamos
de (2o, yo) en una direccién y menor en la direccién ortogonal (ver el ejercicio 24).
Entonces, la apariencia general es similar a la mostrada en la figura 4.2.2. En el
caso D = (, para conocer la apariencia de la grafica cerca de (zg, yo), se requiere
de mads anélisis.

Resumamos el procedimiento para tratar con funciones de dos variables: Des-
pués de que se han hallado todos los puntos criticos y calculado los hessianos aso-
ciados, algunos de éstos pueden ser definitivamente positivos, indicando minimos
relativos; otros pueden ser definitivamente negativos, indicando méaximos relati-
vos, y algunos no seran definitivamente positivos ni definitivamente negativos,
indicando puntos silla. La forma de la grifica en un punto silla donde D < 0 es
como la de la figura 4.2.2. Los puntos criticos para los cuales D # 0 se llaman
puntos criticos no degenerados. Dichos puntos son mdximos, minimos o puntos
silla. Los puntos criticos restantes, donde D = 0, se pueden examinar directa-
mente, con conjuntos de nivel y secciones (seccién 2.1), o por otro método. Dichos
puntos criticos se llaman degenerados; los métodos desarrollados en este capitulo
no pueden proporcionar una imagen del comportamiento de una funcién cerca
de dichos puntos, de modo que los examinaremos caso por caso.
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EJEMPLO 6 Localizar los mdximos, minimos y puntos silla de la funcién

f(z,y) =log(z® +¢° +1).

SOLUCION  Primero debemos localizar los puntos criticos de esta funcién; por
lo tanto, de acuerdo con el teorema 3, calculamos

2z it 2y .
P L

Vf(z,y)=

Asi, V f(z,y) = 0 si y sdlo si (z,y) = (0,0), de modo que el tnico punto critico
de f es (0,0). Ahora debemos determinar si se trata de un maximo, un minimo
o un punto silla. Las segundas derivadas parciales son

f _ 202®+¢° +1) - (22)(22)

EyY) (2 +y2 +1)2 )
f _ 2" +y° +1) — (2y)(2y)
8y2 - (12 +y2 + 1)2
y t
0*f  —2a(2y)
0rdy ~ (22 +y2 +1)2
Por lo tanto
8 f *f *f
812 (070) 2 ay'z ( ' ) y axay(oio) )

lo cual conduce a
' D=2:-2=4>0.

Como (8% f/8z%)(0,0) > 0, concluimos, por el teorema 5, que (0, 0) es un minimo
local. (;Pueden mostrar esto a partir sélo del hecho de que log¢ es una funcién
creciente de ¢ > 07) A

EJEMPLO 7 La gréfica de la funcién g(z,y) = 1/zy es una superficie S en R3.
Hallar los puntos en S mads cercanos al origen (0,0,0).

SOLUCION  La distancia de (z,y, z) a (0,0,0) estd dada por la férmula

d(z,y,z) = /52 + 92 + z2.

Si (z,y,z) € S, entonces d se puede expresar como una funcién d.(z,y) =
d(z,y,1/zy) de dos variables:

1
z?y

d*(zyy)z I2+y2+
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Nétese que el minimo (si es que existe) no puede estar “muy cerca” del eje z o
del eje y, pues d. se hace muy grande cuando z o y tienden a cero. Ademas, d. se
hace grande para x y y grandes. Asi, es plausible (y lo aceptaremos) que d, tenga
realmente un minimo para algunos valores finitos de ¢ y y diferentes de cero.
Nuestra tarea sera localizar este punto.

Como d, > 0, esto se minimizara cuando d%(z,y) = 2?+y*+(1/z%y?) = f(z,y)
sea minima. (Es mas ficil trabajar con esta funcién f.) Calculamos el gradiente

, 2\, 2\,
Vi(z,y) =Vdi(z,y) = (21 - z3y2) i+ (2;1/— ey j-

2 2
(o) =0 (7).

es decir, z%y?> — 1 = 0y 2%y* — 1 = 0. De la primera ecuacién obtenemos
y? = 1/z%, y, sustituyendo esto en la segunda ecuacién, obtenemos

Esto es 0 si y sélo si

2
1

ROOIH

T

Asi,z = +1y y = +1, y por lo tanto se sigue que f tiene cuatro puntos criticos,
asaber: (1,1), (1,-1),(=1,1) y (—1,—1). Para determinar en qué casos se trata
de minimos locales; maximos locales o puntos silla, aplicamos el teorema 5:

Pr_,. 6 P56 Fi
dr? T iy’ oy T g2yt dydr  x3y3’
y asi
02/- a?f
b)) = 2L by =3,
Len =2

donde (a,b) es uno de los cuatro puntos criticos dados anteriormente, y (8%f/
0zdy)(a,b) = +4.

Vemos que en cualquiera de los casos anteriores D = 64 — 16 = 48 > 0 y
(8%f /02%)(a,b) > 0, de modo que cada punto critico es un minimo local, y éstos
son todos los minimos locales de f.

Finalmente, nétese que d?(a,b) = 3 para todos estos puntos criticos de modo
que los puntos sobre la superficie mas cercanos a (0,0,0) son (1,1,1), (1,-1,-1),
(=1,1,-1) y (=1,=1,1), con d. = /3 en estos puntos. Asi, d. > /3 y es igual
a V3 cuando (z,y) = (£1,+1). A

EJEMPLO 8 Analizar el comportamiento de z = x5y + a:y5 + zy en sus puntos
criticos.
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SOLUCION Las primeras derivadas parciales son

P
£=5x4y+y5+y=y(5x4+y"+1)

0z . 4 4
By =z(5y" + =" ).

Los términos 5z% + y* 4+ 1 y 5y* + z* + 1 siempre son mayores o iguales que 1;
se sigue, entonces, que el Unico punto critico esta en (0,0).

Las segundas derivadas parciales son

822 3 aZZ 3
3 = 20z"y, BF = 20zy
y
822 4 4
=35 5 1.
0zdy TAoy +

Asi, en (0,0), D = —1, de modo que (0,0) es un punto silla no degenerado y la
grafica de 2z cerca de (0,0) se ve como en la figura 4.2.2. A

Terminamos esta seccién con un estudio de la teoria de mdximos y minimos
absolutos, o globales, de funciones de varias variables. Desafortunadamente, en
general es un problema mas dificil localizar los maximos y minimos absolutos
para funciones definidas en R" que para funciones de una variable.

DEFINICION Suponer que f: A — R es una funcion definida en un conjunto A de
R? o R3. Se dice que un punto xo € A es un punto de maximo absoluto (o de
minimo absoluto) de f si f(x) < f(xo) (o f(x) > f(x¢)) para todo x € A.

En célculo de una variable se aprende que toda funcién continua en un intervalo
cerrado [ alcanza su valor maximo (o minimo) en algin punto xg en I. También
se cumple una generalizacién a R™ de este hecho teérico.

DEFINICION Se dice que un conjunto D C R" es acotado si existe un nimero
M > 0 tal que ||x|| < M para todo x € D. Un conjunto es cerrado si contiene
a todos sus puntos frontera.

Asi, un conjunto es acotado si puede estar estrictamente contenido en alguna
bola (que puede sér grande). La generalizacién apropiada del teorema en una
variable de los maximos y minimos es el resultado siguiente, que enunciamos sin
demostracion.
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TEOREMA 6: TEOREMA DEL MAXIMO Y DEL MiNIMO Sea D cerrado y acotado en R™
v sea f: D — R continua. Entonces f alcanza sus valores maximo y minimo en
algunos puntos xg y x; de D.

Dicho de manera simple, xg y x; son puntos en donde f alcanza sus valores
mayor y menor. Como en calculo de una variable, estos puntos no necesariamente
estan determinados de manera tnica.

Suponer que D = U U 3U, donde U es abierto y dU es su frontera. Mas
atn, suponer que OU es una curva suave a trozos (como en la figura 4.2.4).
Por definicién, D es cerrado, pues contiene a todos sus puntos frontera (ver la
seccién 2.2) y suponemos ademds que D estd acotado. Ahora podemos enunciar
una consecuencia del teorema 3.

Vs

&

D=UuvudU

Figurad.24 D=UUJU.

TEOREMA 7 Sea D segin la descripcion anterior, con f: D — R continua, y sea
f de clase C! en U. Si f alcanza su valor maximo (o minimo) en un punto x, de
U, entonces xg es un punto critico de f.

En efecto, si el punto méaximo (o0 minimo) es elemento de U y no esta en U,
es un extremo local, y asi, el teorema 3 da el resultado. Para hallar el miximo
y minimo absolutos para una funcién de clase C!, f: D — R, empleamos un
procedimiento similar al del calculo en una variable:

(1) Localizar todos los puntos criticos de f en U.

(ii) Hallar los puntos criticos de f considerada como funcién definida sélo en

ov.

(1i1) Calcular el valor de f en todos estos puntos criticos.
(iv) Comparar estos valores y seleccionar el mayor y el menor.

Estos pasos, excepto el (ii), han de ser ya conocidos por el alumno. Para llevar
a cabo el paso (ii) en el plano, hallamos primero parametrizacién suave de 4U;
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esto es, hallamos una trayectoria una o:1 — AU, donde I es algin intervalo
que va sobre 8U. En segundo lugar, consideramos la funcién de una variable
t — f(o(t)), t € Iy localizamos los puntos maximo y minimo ¢4 y t; € I
(jrecuerden revisar los extremos!). Entonces o (tp), o(t) serd un maximo y un
minimo para f, o viceversa, como funcién definida en AU. Otro método para
manejar el paso (ii) es el del multiplicador de Lagrange, que presentaremos en
la seccién siguiente.

EJEMPLO 9 Hallar los valores mdximo y minimo de la funcién f(z,y) = =% +
y? —z —y+ 1 en el disco D definido por % + y? < 1.

SOLUCION (i) Para hallar los puntos criticos hacemos 8f/dz = 8f/dy = 0.
Asi,22—1=0,2y—1 =0y por lo tanto, (z,y) = (2, 2) es el inico punto critico
en el disco abierto U = {(z,y)|z? + y? < 1}.

(ii) La frontera QU se puede parametrizar por o(t) = (sent,cost), 0 < ¢ < 2.
Asi,

f(o(t)) =sen® t + cos’ t —sent — cost + 1
=2—sent— cost = g(t).

Para hallar el maximo y minimo de f en OU, basta localizar el maximo y
minimo de g. Ahora, ¢'(t) = 0 sélo cuando

5T

sent = cost, ie., t=—, T

1

Asi, los candidatos para maximo y minimo de f en OU son los puntos o (%),
o(37) y los extremos o (0) = o(27).

(iii) Los valores de f en los puntos criticos son: f(%, % = % del paso (1) y, del
paso (ii),
™ \/5 \/5 _1 1
1(=(3)) f(T’T) =5t3 V21
=2-2,
5
(o5 wr () wrevi

f(e(0)) = f(o(27)) = f(0,1) = L.

(iv) Comparando todos los valores £, 2— V2,2+/2, 1, es claro que el minimo ab-

soluto se alcanza en (1, 1) y el maximo absoluto se alcanza en (—v/2/2, —/2/2).
A
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EJERCICIOS

En los ejercicios 1 al 16, hallar los puntos criticos de las funciones dadas y determinar
cudles son maximos locales, minimos locales o puntos silla.

1. fz,y)=2" -y + 2y
2 f(z,y) =2+ —zy
[3] f(z,9) = &%+ ¢* + 22y
4. f(z,y) =2 +y° + 32y
(8] £(z,y) = er+="=¥"
6. f(z,y)=2>—3zy+5c—2y+6y> +8
7. fz,y) =3z +20y+2c+ 9> +y+4
8. f(z,y) = sen(z® + y*) (considerar solamente el punto critico (0,0))

f(z,y) = cos(z® + y*) (considerar solamente los puntos criticos (0,0), (\/7/2,

V7/2) y (0,+/7))
f(z,y) =y +zseny

1. f(z,y) =e"cosy
12. f(z,9) = (z - y)(zy - 1)

1,1
13. f(z,9)=sy+ =+~
Ty

f(z,y) = log(2 + sen zy)

15. f(z,y) =zseny
16. f(z,9) =(z+y)(zy+1)

Al examinar la funcién f:R? — R, (z,y) — (y —32%)(y — 2?) nos daremos idea de
la dificultad para hallar condiciones que garanticen que un punto critico sea un extremo
relativo cuando falle el teorema 5. Mostrar que

(a) El origen es un punto critico de f;

(b) f tiene un minimo relativo en (0,0) en cada recta que pasa por (0,0); esto
es, si g(t) = (at,bt), entonces f o g:R — R tiene un minimo relativo en 0, para cada
seleccién de a y b;

(c¢) El origen no es un minimo relativo de f.
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18. Sea f(z,y) = Az>+E donde Ay E son constantes. ;Cuales son los puntos criticos
de f? ;Son maximos locales 0 minimos locales?

19. Sea f(z,y) = 22— 2zy + y*. Aqui D = 0. jPueden decir cuales puntos criticos son
minimos locales, méximos locales o puntos silla?

20. Hallar el punto en el plano 2z — y + 22 = 20 m4ds cercano al origen.

E Mostrar que la caja rectangular de volumen dado tiene superficie minima cuando
la caja es un cubo.

22. Mostrar que el paralelepipedo rectangular con drea de superficie fija y volumen
maximo es un cubo.

23. Escribir el ndmero 120 como suma de tres niimeros, de modo que la suma de los
productos tomados de dos en dos, sea mixima.

24. Mostrar que si (Zo,90) es un punto critico de una funcién C*, f(z,y),y D < 0,
entonces hay puntos (z,y) cerca de (zo,yo) en los cunales f(z,y) > f(zo,%0) y, de
manera anjloga, puntos en los cuales f(z,y) < f(zo,¥0)

25. Determinar la naturaleza de los puntos criticos de la funcién
fe,9,2) =2 +4* +2* + zy.

Sea » un entero mayor que 2 y sea f(z,y) = az™ + cy™, donde ac # 0. Determinar
la naturaleza de los puntos criticos de f.

27. Determinar la naturaleza de los puntos criticos de f{z,y) = 2% +y* —6zy+62 +3y.

28. Hallar los valores maximo y minimo absolutos de la funcién f(z,y) = (z* + y*)*
definida en el disco z? + % < 1.

Repetir el ejercicio 28 para la funcién f(z,y) = 2° + zy + v°.

30. Una curva C en el espacio esta definida implicitamente en el cilindro 2 + 3% = 1
por medio de la ecuacién adicional z? — zy + y?> — 2° = 1. Hallar €l punto o puntos en
C mids cercanos al origen.

31. Hallar los valores maximo y minimo absolutos para f(z,y) = senz + cosy en el
rectdngulo R = [0, 27] x [0, 2x].

@ Hallar los valores mdximo y minimo absolutos de la funcién f(z,y) = zy en el
rectingulo R = [-1,1] x [-1,1].

33. Determinar la naturaleza de los puntos criticos de f(z,y) = zy+ 1/z + 8/y.



264 DERIVADAS DE ORDEN SUPERIOR; MAXIMOS Y MINIMOS

En los ejercicios 34 al 38, D denota al disco unitario.

*34. Sea u una funcién definida en D, que sea “estrictamente subarménica”; esto es,
Viy = (8%u/0z?) + (0°u/dy*) > 0. Mostrar que u no puede tener un punto maximo
en D\3D (conjunto de puntos en D que no estin en 4D).

*35. Sea u una funcién arménica; esto es, V>u = 0. Mostrar que si » alcanza su valor
maximo en D\@D, también lo alcanza en dD. A veces se le llama “principio débil
del méximo” para funciones arménicas. (IDEA: Considerar V?(u + €e”), € > 0. Pueden
usar el hecho siguiente, que se demuestra en textos mds avanzados: dada una sucesién
{pPn}, n =1, 2,..., en un conjunto cerrado y acotado A, en R? o R3, existe un punto
q tal que toda vecindad de q contiene al menos un miembro de {p.}.

*36. Definir el concepto de funcién estrictamente supraarménica u en D, parafraseando
el ejercicio 34. Mostrar que u no puede tener minimo en D\9D.

. Sea u armdnica en D, como en el ejercicio 35. Mostrar que si « alcanza su valor
minimo en D\8D, también lo alcanza en 8D. A veces se le llama “principio débil del
minimo” para funciones arménicas.

*38. Sea ¢:0D — R continua y 7 una solucién en D a VT =0, T = ¢ en dD.
(a) Usar los ejercicios 34 a 37 para mostrar que dicha solucién, de existir, debe
ser iinica.
(b) Suponer que T(z,y) representa una funcién de temperatura que es indepen-
diente del tiempo, donde ¢ representa la temperatura de una placa circular en su
frontera. ;Pueden dar una interpretacidn fisica del principio enunciado en la parte (a)?

*39. (a) Sea f una funcién C? en la recta real R. Suponer que f tiene exactamente un
punto critico o que es un minimo local estricto de f. Mostrar que zo también es
un minimo absoluto para f, esto es, que f(z) > f(zq) para todo z.

(b) En el ejemplo siguiente se muestra que la conclusién de la parte (a) no se
cumple para funciones de mas de una variable. Sea f:R? — R definida por

f(z,9) = —9* — e~ 25" Ver 4 e

(i) Mostrar que (0,0) es el dnico punto critico de f y que es un minimo local.
(ii) Mostrar de manera informal que f no tiene minimo absoluto.

*@ Suponer que un pentdgono estd compuesto de un rectingulo debajo de un tridngulo
isésceles (ver la figura 4.2.5). Si la longitud del perimetro es fija, hallar el drea méxima
posible.

Figura 4.25 Maximizar el drea para un perimetro fijo.
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4.3 EXTREMOS RESTRINGIDOS Y MULTIPLICADORES DE LAGRANGE

Es comin en problemas querer maximizar una funcién sujeta a ciertas restriccio-
nes o condiciones laterales. Dichas situaciones surgen, por ejemplo, en economia.
Suponer que queremos vender dos tipos de mercancia, digamos I y II; sean z
y y la cantidad vendida de cada una. Representamos por f(z,y) la ganancia
obtenida cuando se vende ¢ cantidad de I y y cantidad de II. Pero nuestra pro-
duccién esta controlada por nuestro capital, de manera que estamos restringidos
a trabajar sujetos a una relacién g(z,y) = c¢. Asi, queremos maximizar f(z,y)
entre los (2, y) que satisfagan g(z,y) = ¢. A la condicién g(z,y) = ¢ le llamamos
restriccion en el problema.

El propdsito de esta seccidon es desarrollar algunos métodos para manejar este
problema. y otros similares.

TEOREMA 8: TEOREMA DEL MULTIPLICADOR DE LAGRANGE Sean f:U CR® - R y
9:U CR" — R funciones suaves dadas. Sean xo € U y g(x¢) = ¢, y sea S el
conjunto de nivel para g con valor ¢ (recordar que éste es el conjunto de puntos
x € R™ con g(x) = ¢). Suponer que Vg(xo) # 0.

Si f|S, que denota a “f restringida a S”, tiene un maximo o un minimo en S,
en Xo, entonces existe un niumero real A tal que

Vf(x0) = AVg(xo). (1)

DEMOSTRACION En realidad, no hemos desarrollado técnicas suficientes para
dar una demostracién completa, pero podemos dar los puntos esenciales. (Las
cuestiones técnicas adicionales necesarias se dan en la seccién 4.4.)

Recordar que para n = 3 se define el espacio tangente o plano tangente de S
en xo como el espacio ortogonal a Vg(xo) (ver la seccién 2.5), y para n arbitraria
podemos dar exactamente la misma definicién de espacio tangente de S en xg.
Esta definicién se puede motivar al considerar tangentes a trayectorias o () que
estan en S, como sigue: si () es una trayectoria en S y a(0) = xo, entonces
o'(0) es un vector tangente a S en xg; pero

d d
ay(a(t)) =5°= 0,

y por otro lado, por la regla de la cadena,

Loe®)| = Voixo)-'(0)

de manera que Vg(xg) - ¢'(0) = 0; esto es, &’(0) es ortogonal a Vg(xo).
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St f|S tiene un mdaximo en xp, entonces f(o(t)) indudablemente tiene un
maximo en ¢t = 0. Por célculo de una variable, df(o(t))/dt|;=o = 0. Entonces,
por la regla de la cadena,

d )
0= Ef(a(t)) i =V f(x0) - o (0).

Asi, V f(xq) es perpendicular a la tangente de toda curva en S y entonces
también es perpendicular al espacio tangente de S en xo. Como el espacio per-
pendicular a este espacio tangente es una recta, V f(xq) y Vg(xo) son paralelos.
Como Vg(xo) # 0, se sigue que V f(x¢) es miltiplo de Vg(xg), lo cual es
precisamente la conclusién del teorema. |

Presentemos el aspecto geométrico de la demostracién.

COROLARIO Si f, al restringirse a una superficie S, tiene un maximo o minimo
en X, entonces V f(xg) es perpendicular a S en xq (ver la figura 4.3.1).

grad f(xO’ Yo, ZU) = Vf(x!h Yo, zl))

plano tangente a S

/ / superficie S

e ————

Figura 4.3.1 Geometria de los extremos con restricciones.

En estos resultados se observa que para hallar los extremos con restricciones
de f debemos buscar entre los xo que satisfagan las conclusiones del teorema o
del corolario. Daremos varios ejemplos de cémo usar cada uno.

Cuando se use el método del teorema 8, debemos buscar un punto xo y una
constante A, llamada multiplicador de Lagrange, tal que V f(xo = AV g(xp). Este
método es de naturaleza mas analitica que el método del corolario al teorema
del multiplicador de Lagrange, que es mds geométrico.
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En la ecuacién (1) se dice que las derivadas parciales de f son proporcionales
a las de g. Hallar los puntos xq en los que ocurre esto, significa resolver las
ecuaciones simultaneas

af _ .99 )
’aTl(Il,...,ilJn)— Aaxl (xl,...,x,,)
a ag
5::'—2 x1,...,zn)=,\5;(z1,...,z,,)
> 2
of _, 99
azn(xl,...,zn)—Aaxn(zl,...,zn)
g9(z1,...,20)=c )
para £i,..., Z, y A.
Otra manera de considerar estas ecuaciones es asi: pensar en A como una
variable adicional y formar la funcién auxiliar h(zi,...,2n,A) = f(z1,..., %) —
Alg(z1,...,2n) — c]. En el teorema del multiplicador de Lagrange se dice que

para hallar los puntos extremos de f|S debemos examinar los puntos criticos de
h. Estos se encuentran resolviendo las ecuaciones

oh  Of 8¢ )
=20 _ 9 _,9
0= 52, = 92;  or;
o_ b _0f _ 09 ( ®)
= 8z, Oz 0zn

ok

:5—/\—=g(z1,.,.,zn)—cj

que son las mismas que las ecuaciones en el grupo (2) anterior.

En el teorema 9 a continuacién, se daran criterios de la segunda derivada
analogos a los de la secciéon 4.2. Sin embargo, en muchos problemas es posible
distinguir entre maximos y minimos por medios geométricos. Como, usualmente,
esto es mds sencillo, consideraremos primero ejemplos del iltimo tipo.

EJEMPLO 1 Sea S C RZ la recta que pasa por (—1,0) inclinada a 45°, y sea
[:R? - R, (z,y) — 22 + y%. Hallar los extremos de f|S.

SOLUCION Aqui S = {(z,y) |y —z — 1 = 0}, y por lo tanto hacemos g(z,y) =
y—z—1yc=0. Tenemos Vg(z,y) = —i+j # 0. Los extremos relativos de f|S
deben hallarse entre los puntos en que V f es ortogonal a S, esto es, inclinado
a —45°. Pero V f(z,y) = (2z,2y), que tiene la pendiente deseada sélo cuando
r = —y, o cuando (z, y) estd sobre la recta L que pasa por el origen inclinada a
—45°. Esto puede suceder en el conjunto S sélo para el inico punto en el que se
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conjunto de nivel f =1

Figura 4.3.2 Geometria asociada con la bisqueda de los extremos de f(z,y) = z? 4+ ¢
restringida a S = {(z,y) |y—z — 1 = 0}.

intersecan L y S (ver la figura 4.3.2). Al referirnos a las curvas de nivel de f se

indica que este punto (~3, 1) es un minimo relativo de f|S (pero no de f). A

EJEMPLO 2 Sea f:R? — R, (z,y) — 2% — y?, y sea S el circulo de radio 1
alrededor del origen. Hallar el extremo de f|S.

SOLUCION  El conjunto S es la curva de nivel para g con valor 1, donde g: R? —
R, (z,y) — 224 y%. Como ya estudiamos ambas funciones en ejemplos anteriores,
conocemos sus curvas de nivel; se muestran en la figura 4.3.3. En dos dimensiones,
la condicién de que Vf = AVyg en xg, i.e., que Vf y Vg son paralelos en xq,
es la misma que las curvas de nivel sean tangentes en xg (;por qué?). Asi, los
puntos extremos de f|S son (0,£1) y (£1,0). Evaluando f, hallamos que (0, £1)
son minimos y (£1,0) son maximos.

Resolvamos ahora el problema analiticamente, por el método de los multipli-
cadores de Lagrange. Claramente,

Vf(zvy) = (%7 %) = (21:)_2:”)

Vg(z,y) = (22,2y).

Nétese que Vg(z,y) # 0 si z2 + y% = 1. Asi, de acuerdo con el teorema del
multiplicador de Lagrange, debemos hallar A tal que

(2.’17, —Qy) = A(ZI, 2?/)
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y
Y
f=—1
=0
0.1 f=1
b ’A .
—— ——— > X
S
(0! —])

Figura 4.3.3 Geometria asociada con el problema de hallar los extremos de z2 — y? en
S={(z,9)|2* +y* =1}.

(z,y) €S, ie., P+’ =1

Estas condiciones producen tres ecuaciones que se pueden resolver para las tres
incognitas =, y y A. De 2z = A2z concluimos que z =00 X =1.Siz = 0,
entonces y = +1 y —2y = X2y implica A = —1. Si A = 1, entonces y = 0 y
¢ = %1. Asi, obtenemos los puntos (0, £1) y (£1,0), como antes. Como hemos
mencionado, este método sélo localiza extremos potenciales; deben usarse otros
métodos, tales como argumentos geométricos o el criterio de la segunda derivada
presentado a continuacién* para determinar si son maximos, minimos o ni una
cosa ni otra. A

*En estos ejemplos, Vg(x,) # O en la superficie S, como requiere el teorema del multiplicador
de Lagrange. Si Vg(xo) fuera cero para algiin X, en S, entonces habria que incluirlo entre los
extremos posibles.
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EJEMPLO 3 Maximizar la funcién f(z,y,z) = z + z sujeta a la restriccién z? +
2 2
y*+2z°=1.

SOLUCION  De nuevo usamos el teorema del multiplicador de Lagrange. Busca-
mos Ay (z,y,2) tales que

1 =2z),
0 = 2yA,
1 =2z

$2+y2+22=1.

De la primera o tercera ecuacién vemos que A # 0. Asi, de la segunda ecuacién,
obtenemos y = 0. De la primera y tercera ecuaciones, £ = z, y de la cuarta, z =
+1/v/2 = z. Entonces nuestros puntos son (1/v/2,0,1/v2) y (=1/v/2,0,-1//?2).
Comparando los valores de f en estos puntos, podemos ver que el primer punto
produce el méaximo de f (con las restricciones) y el segundo el minimo. A

EJEMPLO 4 Hallar el mayor volumen que pueda tener una caja rectangular
sujeta a la restriccion de que el drea de la superficie esté fija, en 10 m?.

SOLUCION  Aqui, si z, y y z son las longitudes de los lados, el volumen es
f(z,y,2) = zyz. La restriccidn es 2(zy+zz+yz) = 10; esto es, zy+zz+yz = 5.
Asi, nuestras condiciones son

yz= XAy +2)
Tz = Az +2)
ty = Ay + 7)

zy+zz +yz = 5.

En primer lugar,  # 0, pues z = 0 implica yz = 5y 0 = Az, de modo que
A =0y yz =0. De manera anéloga, y # 0, z £ 0, £+ y # 0 y asi sucesivamente.
Al eliminar A de las dos primeras ecuaciones se tiene yz/(y+z) = zz/(z +2), lo
cual da z = y; de manera analoga, y = z. Al sustituir estos valores en la tltima

ecuacién, obtenemos 3z? = 5,0 z = \/g Asi,z=y=2z= \/g y zyz = (3)%/2
Esta es la solucidn; debera ser claro, geométricamente, que el maximo ocurre

cuando ¢z =y = z. A

Algunas recomendaciones generales son ttiles para problemas como éste. En
primer lugar, si la superficie S esta acotada (como, por ejemplo, un elipsoide),
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entonces f debe tener un maximo y un minimo en S. (Ver el teorema 6 en
la seccién anterior.) En particular, si f s6lo tiene dos puntos que satisfagan las
condiciones del teorema del multiplicador de Lagrange o de su corolario, entonces
uno debe ser un maximo y el otro debe ser un minimo. Evaluando f en cada
punto podremos distinguir el maximo del minimo. Sin embargo, si hay mas de
dos de dichos puntos, alguno puede ser punto silla. Ademads, si S no esta acotada
(por ejemplo, si es un hiperboloide), entonces f no necesariamente tiene maximos
0 minimos.
Si una superficie S estd definida por cierto mimero de restricciones, a saber,

gl(.’tl,..,,In) =
92(z1,...,2Zn) =C2

) (4)
ge(Z1,. .., 8n) = ¢k

entonces se puede generalizar el teorema del multiplicador de Lagrange, de la
siguiente manera: Si f tiene un maximo o un minimo en Xy en S, deben existir
constantes Ay, ..., Mg tales que*

Vf(xo) = /\1Vg1(xo)+~-+)\ngk(xo). (5)

Este caso se puede probar generalizando el método usado para probar el teorema
del multiplicador de Lagrange. Demos un ejemplo de cémo puede usarse esta
formulacién mds general.

EJEMPLO 5 Hallar los puntos extremos de f(z,y,z) = z + y + z sujeto a las
condiciones £’ + y? =2y +z=1.

SOLUCION  Aqui hay dos restricciones:
g(z,y,2)=2"+y° -2=0

y
g2(%,y,2) =2 +2~1=0.

Asi, debemos hallar 2, y, 2z, Ay y Ao tales que

Vf(zvyv Z) = A1.v91(zv Y z) + A2V92(z) Y, Z)

gl(z’y’ z) =0,
92(z,9,2) =0;

*Como con la hipétesis Vg(xo) # 0 en el teorema del multiplicador de Lagrange, aqui debemos
suponer que los vectores Vg;{xg), ..., Vgx(xo) son linealmente independientes.
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esto es, calculando los gradientes e igualando componentes,

1.21\1'21,‘-}-/\2'1,
1=X+2y+2A2-0,
1=XA-0+X-1

y
2 4 yz =2,
z+z=1.
Estas son cinco ecuaciones para z, ¥, z, A; ¥ Aa. De la tercera, A, = 1, y

asi 2¢X; = 0, 2yX; = 1. Como la segunda implica A\; # 0, tenemos z = 0.
Asi, y = +/2 y z = 1. Entonces los extremos deseados son (0, +v2, 1). Por
inspeccién, (0,v2,1) da un méximo y (0,—+/2,1) un minimo. A

Suplemento de la seccion 4.3 Criterio de la segunda derivada
para extremos restringidos

En la seccién 4.2 desarrollamos un criterio de la segunda derivada para extremos de
funciones de varias variables, basado en la observacién del término de segundo grado
en la serie de Taylor de f. Si la matriz hessiana de las segundas derivadas parciales era
definitivamente positiva o definitivamente negativa en un punto critico de f, pudimos
concluir que estdbamos en un minimo o maximo relativo, respectivamente.

Sin embargo, en esta seccién no estamos interesados en todos los valores de f sino sélo -
en aquellos obtenidos al restringir f a algiin conjunto S que sea el conjunto de nivel de
otra funcién g. La situacién es complicada, primero porque los extremos restringidos
de f no necesariamente se presentan en los puntos criticos de f y, segnnd(;, porque
s6lo se permite a la variable moverse en el conjunto S. No obstante, se puede dar
un criterio de la segunda derivada en términos de lo que se llama el hessiano limitado.
Mostraremos c6mo surge esto para el caso de una funcién f(z,y) de dos variables sujeta
a la restriccién g(z,y) = c.

De acuerdo a las observaciones que siguen al teorema del multiplicador de Lagrange,
los extremos restringidos de f se hallan buscando en los puntos criticos de la funcién
auxiliar h(z,y, ) = f(z,y) — Myg(z,y) — ¢). Supongamos que (o, ¥o, A) es dicho punto
y sea Vo = (Zo, yo). Esto es,

of| _ 9
az - Aaz
vo vo
y Vo y Vo

9(z0,90) = c.
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En cierto sentido, se trata de un problema en una variable. Si la funcién g es del todo
razonable, entonces el conjunto S definido por g(z,y) = c es una curva y estamos
interesados en c6mo varia f conforme nos movemos a lo largo de esta curva. Si en la
ecuacién g(z,y) = ¢ podemos despejar una variable en términos de la otra, entonces
la tendremos explicita y podemos usar el criterio de la segunda derivada para una
variable. Si dg/dy|v, # 0, entonces la curva S no es vertical en vo y es razonable que
podamos despejar ¥ como funcién de z en una vecindad de zo. De hecho, lo probaremos
en la seccién 4.4. (Si 99/8z|v, # 0, podemos despejar z como funcién de y.)

Suponer que S es la grifica de y = ¢(z). Entonces f|S se puede escribir como funcién
de una variable, f(z,y) = f(z,¢(z)). La regla de la cadena da

o _9f  ofde

dr Oz By dz
&’f _8f , 8f d¢  &f (d¢ dg d%¢
+3y ( ) dy dz?

y 222 = 922 T 2920y ds iz) T oydz?

(6)

La relacién g(z, ¢(z)) = ¢ se puede usar para hallar d¢/dz y d*¢/dz*. Diferenciando
ambos lados de g(z.¢(z)) = ¢ respecto a = da

st oyds ="
y
) (d¢) g d’o _
9z2 ' “9rdydr 8 dz dyde2 ~
de modo que
d¢ _ 9g/oz
dr ~  9g/dy
2 2 2 (™)
¢ 1 d‘g g _, d%g 9g/0x + dg/ox
Y dr? ~ ag/ay 912 dzdy dg/dy dg/dy
Al sustituir la ecuacién (7) en la (6) tenemos
df _of 9f/dydg )

dr ~ 9r dg/dy oz

Cf_ 1 [ _afjow ) (99’
dz? ~ (8g/dy)? | |8z®  0g/dy 8z2 | \ 9y

2L Uit Fel B, (7] Al ] (29.)2} |

-~

(8)

drdy  9g/dy dzdy| 9z dy dy>  9g/dy 0y* | \ Oz
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En vo, sabemos que 8f/8y = Adg/d8y y que 8f/3z = Adg/dz, de modo que la ecuacién
(8) se convierte en

ag| _ofl _,9% 0
dz T oz oz
Zg Tg Zo
y
erl 1 |2k (3g)"_, &h 2290 , Ok (30"
dz? Io--'(c'ig/ay)2 dz? \ dy 0rdy 9z dy = Oy? \ oz
. L _og
oz dy
_ 1 3¢ 9*h  3h

© (99/%y) | Tar B2 9zdy
dg 3*h Q_i’_h
dy 0xdy Oy?

donde las cantidades se evaliian en zg y h es la funcién auxiliar introducida anterior-
mente. Este determinante de 3 x 3 se lama hessiano limitado, y su signo es opuesto al
de d? f/dz?. Por lo tanto, si es negativo debemos tener un mfnimo local. Si es positivo,
estamos en un maximo local; y si es cero, el criterio no permite concluir. Este razona-
miento conduce al siguiente criterio (ver el ejercicio 24 para un enfoque diferente).

TEOREMA 9 Sean f:UCR? — R y g:U C R?> — R funciones suaves (al menos
C?). Sean vo € U, g(vo) = ¢ y S la curva de nivel para g con valor ¢. Suponer que
Vg(ve) # 0 y que existe un nimero real A tal que V f(vo) = AVg(vo). Formar la
funcién auxiliar h = f — Ag y el determinante hessiano limitado

o 29 _9
oz y
2 2
|H| = _9g R O evaluado en vo.

dr  9z2 dzdy
99 %h %h
dy Jdzdy 9y?

(i) Si{H| > 0, entonces vo es un purto maximo local para f|S.
{ii) Si |H| < 0, entonces vo es un punto minimo local para f|S.

(iii) Si |H| =0, entonces el criterio no concluye, y vo puede ser un maximo, un minimo
O ni una cosa ni otra.

EJEMPLO 6 Hallar puntos extremos de f(z,y) = (z — y)" sujetos a la restriccién
2 +y? =1, donde n > 1.



4.3 EXTREMOS RESTRINGIDOS Y MULTIPLICADORES DE LAGRANGE 275

SOLUCION Igualamos a cero las primeras derivadas de la funcién auxiliar h(z,y, A) =
(x —y)" =Mz + 9% —1):
n(z—y)"" ' =22z =0
—n(z—y)" ' =22y =0
—(*+y* —-1)=0.
De las primeras dos ecuaciones vemos que A(z +y) = 0. Si A = 0, entonces £ = y =

:!:\/5/2. Si X # 0 entonces z = —y. Los cuatro puntos criticos se representan en la
figura 4.3.4 y se listan a continuacién los valores correspondientes de f(z,y):

b

Fy

Figura 4.3.4 Los cuatro puntos criticos del ejemplo 6.

(A) 2=vE2 y=vE2 A=0 f(2,) =0
(B) z=v2/2 y=-v2/2 A=n(V2)"? fle,y) = (V2)"
(C) z=—v2/2 y=-2/2 XA=0 flz,y) =0
(D) z= —\/5/2 y = +\/§/2 A= (—1)"_277.(\/5)"”2 flz,y) = (—\/5)"

Por inspeccién, vemos que si n es par, entonces A y C son puntos minimos y B y
D son maximos. Si n es impar, entonces B es un punto maximo, D es un minimo,
¥y Ay D no son ni una cosa ni otra. Veamos si el teorema 9 es consistente con estas

observaciones.
El determinante hessiano limitado es

B 0 —2z —2y
[H|=|-2z. ar-1)(z-y)"?-2x —nn-1)(z—-9y)"?
-2y —n(n-1)(z-y)" 2 n(n —1)(z —y)""2 —2A

= —dn(n = 1)(z — y)"*(z + y)° +8X(z" — ¢°).
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Sin=1osin>3,|H =0en A, B,CyD.Sin=2,entonces |[H|=0en By Dy
—16 en A y C. Entonces el criterio de la segunda derivada reconoce los minimos en A
y C, pero no detecta los maximos en B y D para n = 2. Tampoco concluye para otros

valores de n. A

Tal como sucede en el caso sin restricciones, también hay un criterio de la segunda
derivada para funciones de mas de dos variables. Si buscamos los puntos extremos para
f(z1,...,%x) sujetos a la sola restriccién g(z1,...,%n) = ¢, primero formamos el hes-
siano limitado para la funcién auxiliar h(zi,...,z,) = f(z1,...,2n)=A(g(z1,...,Tn)—
¢), como sigue:

0 —0g/8z; —8g/0zy -+ —0g/0zn
~3g/3%; ?h/ox? 0’h/0210%, -+ O0%h[/0z,10z,
—08g/dz2 3°h/d110z2  O°h[3z}

—d8g/9t, 8*hfd1,0z, O8°h[/07:0z, --- 3*h[ITE

En segundo lugar, examinamos los determinantes de las submatrices diagonales de
orden > 3 en los puntos criticos de h. Si son todos negativos, esto es, si

o 9% _9 _9g
0 "_al _ig_ 0z 0z2 dz3
a1, 12 9 ok 9%h a2h
dg 9%h o%h e dz? 021012 0z1013
Ton 95 omom |V | ag n on om0
dg 9%h 9?h S 01102 @ 01,013
T 01, 01107, 012 dg  9h 0%h 8%k
T 8z3 81:10z3 01,013 012

entonces estamos en un minimo local de f|S. Si comienzan con un subdeterminante
positivo de 3 x 3 y se alternan los signos (esto es, > 0, < 0, > 0, < 0,...), entonces
estamos en un maximo local. Si no son todos cero y no siguen estos patrones, entonces el
punto no es un maximo ni un minimo (se llama de tipo silla).*

EJEMPLO 7 Estudiar los puntos extremos locales de f(z,y, z) = zyz en la superficie
de la esfera unitaria z? 4+ y? 4 22 = 1 usando el criterio de la segunda derivada.

*Para un estudio detallado, ver C. Caratheodory, Calculus of Variations and Partial Differen-
tial Equations, Holden-Day, San Francisco, 1965; Y. Murata, Mathematics for Stability and
Optimization of Economic Systems, Academic Press, Nueva York, 1977, pags. 263-271; o D.
Spring, Am. Math. Monthly 92 (1985): 631-643. Ver también el ejercicio 24.
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SOLUCION Igualando a cero las derivadas parciales de la funcién auxiliar k(z, y, 2, A)
=zyz — A(:l;2 +y¥ 422 — 1) se obtiene

yz = 2Az
Tz = 2AyY
Ty = 2Az

z2+y2+z2=1.

Asi, 3zyz = 2X(z% +3* +2%) = 2X. Si A = 0, las soluciones son (z,y,z, A) = (£1,0,0,0),
(0,%1,0,0) y (0,0,41,0). Si A # 0, entonces tenemos 2\ = 3zyz = 6122, de modo
que 22 = % De manera ansloga, z° = y*> = % Asi, las soluciones estian dadas por
A= %zyz = i\/§/6. Los puntos criticos de & y los valores correspondientes de f
estin dados en la tabla 4.1. Vemos de ahi que los puntos E, F, G y K son minimos. Los
puntos D, H, I y J son méximos. Para ver si esto concuerda con el criterio de la segunda
derivada necesitamos considerar dos determinantes. Primero veamos lo siguiente:

0 ~dg/ 0z —ag/dy 0 -2z -2y
|Hz| = |—8g/3x 8°h/Bz* 3*h)3zdy|=|-22 -2\ =z
—3g/dy 8%h[/3zdy 3*h[Oy* -2y z =2)

=8\z? + 81\3/2 + 8zyz = 8)\(152 +9° + 2z2)

Observar que signo (|Hz|) = signo A = signo (2yz), donde signoa = +1sia >0y —1
si a < 0. En segundo lugar consideremos

0 —0g/0z —dg/9y —dg/0= 0 -2z -2y =2z

|Hs| = —8g/8z 8°h[dz* O8°h[/0zdy O°h[Ozdz| _|[—22 —2Xx =z y
17 | —ag/ay 8%h/ozdy *h/3y*  °h[Oydz| |-2y 2z —2x gz |’

—3g/3z 0°h[/0xdz O*h/Oydz 0°h[3 -2z g .  =2X

Tabla 4.1 Los puntos criticos A, B,. . ., J, Kde h y valores correspondientes de f

X y z A f(x,y,2)
A 1 0 0 0 0
B 0 1 0 0 0
C 0 0 1 0 0
D V3/3 V3/3 V3/3 V3/6 V3/9
E -V3/3 V3/3 V3/3 —V3/6 -V3/9
F V3/3 —V3/3 V3/3 —V3/6 —V3/9
G V3/3 V3/3 —V3/3 -V3/6 —V3/9
H V3/3 —3/3 —/3/3 V3/6 V3/9
I —/3/3 V3/3 ~V3/3 V3/6 V3/9
J —V3/3 —V/3/3 V3/3 V3/6 v3/9
K -V3/3 —V3/3 -V3/3 ~V/3/6 -V3/9
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que resulta ser +4 en los puntos +A, +By 4C, y —% en los otros 8 puntos. En E,| F,
G y K, tenemos |Hz| < 0 y |H3} < 0, de modo que el criterio sefiala que son minimos
locales. En D, H, I y J, tenemos |H2| > 0 y |H3| < 0, de modo que el criterio sefiala
que son maximos locales. Finalmente, el criterio de la segunda derivada muestra que
+A, +B y +C son puntos silla. A

EJERCICIOS

En los ejercicios 1 al 5 hallar los extremos de f sujetos a las restricciones enunciadas.
E f(z,y,2) = —y+z, 22+ +° =2

2 f(z,y)=z—y, s —y* =2
El flz,9) =2,2> +2y° =3

4 f(z,y,z)=z+y+z,12 -y =1,2242=1

5. f(z,y) =3z +2y, 22> +3y° =3
Hallar los extremos relativos de f|S en los ejercicios 6 al 9.

6. fiR* - R, (z,9) ~ 2> +¢*, S={(z,2)|z € R}

7. fiR? - R, (z,9) —~ 2" +9°, S = {(z,9)ly > 2}
f:R? =R, (z,9) = z° —¢4*, S = {(z,cos z)|z € R}

9. f:R® =R, (z,y,2) » ° +9y* + 2%, S = {(z,9,2)|2 > 2+ 2% + y°}
10. Usar el método de los multiplicadores de Lagrange para hallar los valores maximo
y minimo absolutos de f(z,y) = 2>+ y> —z —y + 1 en el disco unitario.(ver el ejemplo
9 de la seccién 4.2).
11. Considerar la funcién f(z,y) = 2> + 2y + 3 en el disco unitario D = {(z, y)|z*> +
y?> < 1}. Usar el método de los multiplicadores de Lagrange para localizar los pun-
tos miximo y minimo para f en el circulo unitario. Usar esto para determinar los

valores maximo y minimo absolutos de f en D.

12. Una caja rectangular sin tapa, debe tener un 4rea de superficie de 16 m?. Hallar
las dimensiones que maximicen su volumen.

IEI Disefiar una lata cilindrica {con tapa) que contenga 1 litro de agua, usando la
minima cantidad de metal.

14. Mostrar que las soluciones de las ecuaciones (4) y (5) estdn en corresponden-
cia biunivoca con los puntos criticos de h(z1,...,Zn, A1,..., X)) = f(z1,...,2,) —
/\1[91(:61, N ,.’L‘n) - C1] — e — /\k[gk(zl, . ‘,In) —_— ck].
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15. Se va a cortar y adornar un espejo rectangular con drea de A pies cuadrados. Si
los adornos a lo largo de los lados horizontales cuestan p centavos por pie y los de los
lados verticales cuestan ¢ centavos por pie, hallar las dimensiones que minimicen el
costo total.

Un canal de riego en Arizona tiene lados y fondo de concreto con seccién transversal
trapezoidal de drea A = y(z + ytand) y perimetro himedo P = z + 2y/cos 8, donde
z = ancho del fondo, y = profundidad del agua y # = inclinacién lateral, medida a
partir de la vertical. El mejor disefio para una inclinacién fija 6 se halla resolviendo P =
minimo sujeto a la condicién A = constante. Mostrar que y*> = (A cos8)/(2 — sen §).

17. Aplicar el criterio de la segunda derivada para estudiar la naturaleza de los extre-
mos en los ejercicios 1 a 5.

18. Un rayo de luz viaja del punto A al punto B cruzando una frontera entre dos
medios (ver la figura 4.3.5). En el primer medio su velocidad es v1, y en el segundo es
v2. Mostrar que el viaje se realiza en el menor tiempo cuando se cumple la ley de Snell:

senf; v

sen 0, vy

<

[

Figura 4.3.5 Ley de refraccién de Snell.

19. Un servicio de entrega de paquetes requiere que las dimensiones de una caja rec-
tangular sea tal que la longitud maés el doble del ancho mis el doble de la altura no
rebase 108 pulgadas (I + 2w + 2k < 108). ;Cudl es el volumen de la caja méds grande
que podré enviar la compafifa?

20. Sea P un punto en la superficie S en R® definida por la ecuacién f(z,y, z) =1
donde f es de clase C!. Suponer que P es un punto donde se maximiza la distancia del

origen a S. Mostrar que el vector que sale del origen y termina en P es perpendicular
as.

*21. Sea A una matriz simétrica, distinta de cero, de 3 x 3. Entonces sus registros
satisfacen a;; = a;;. Considerar la funcién f(x) = (Ax)-x.
(a) ;Cudles Vf7
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(b) Considerar la restriccién de f a la esfera unitaria S = {(z,y, 2)|z° +y° + 2* =
1} en R3. Suponer que f debe tener un maximo y un minimo en S (ver las observaciones
en la pagina 260. Mostrar que debe haber un x € S y un A # 0 tales que Ax = Ax. (x
se llama vector propio, mientras que A se llama valor propio.)

*22. Suponer ahora que A en la funcién f definida en el ejercicio 21 no necesariamente
es simétrica.
(a) ;Cuédles Vf?
(b) iEs posible concluir la existencia de un vector propio y de un valor propio,
como en el ejercicio 217

*@ (a) Hallar los puntos criticos de = + y* sujeta a la restriccién 2z° +y* = 1.
(b) Usar el hessiano limitado para clasificar los puntos criticos.

*24. Mostrar que el hessiano limitado de f(z1,...,z,) sujeta a la dnica restriccién
9(z1,...,%n) = c es el hessiano de la funcién f(z1,...,%n) —Ag{z1,...,20) delas n+1
variables A, t,,...,z, (evaluado en el punto critico). ;Pueden usar esta observacién

para dar otra demostracién del criterio restringido de la segunda derivada usando el
criterio sin restricciones? [IDEA: Si Ao denota el valor de X determinado por el teorema
del multiplicador de Lagrange, considerar la funcién

F(z1,...,%n,A) = f(1,.-,Zn) = Ag(Z1, -+, Tn) £ (A = Xo)? ]

SECCION OPTATIVA

*4.4 TEOREMA DE LA FUNCION IMPLICITA

Esta seccién comienza con el enunciado y demostracién de una versién particular del
teorema de la funcién implicita. Esta version es apropiada para estudiar superficies y,
en particular, nos permite completar la demostracién del teorema del multiplicador de
Lagrange de la seccién 4.3. Ademds de probar este teorema, enunciamos sin demos-
tracién el teorema general de la funcién implicita (acompaiiado del de la inversa). Este
estudio sera 1itil mis adelante, cuando veamos el teorema del cambio de variables en el
capitulo 5. Sin embargo, los temas cubiertos en esta seccién no son esenciales para la
comprensién de los principales resultados y aplicaciones del resto del libro.

Recordar, del estudio del célculo de una variable, que si y = f(z) es una funcién
C' y f'(z0) # 0, entonces podemos, localmente, cerca de zo, despejar z: z = f~(y).
Aprendimos que (f~')(y) = 1/f'(z); esto es, dz/dy = 1/(dy/dz). Es plausible que se
pueda invertir y = f(z) porque f'(zo) # 0 significa que la pendiente de y = f(z) no
es cero, de modo que la grifica estd subiendo o bajando cerca de z¢. Asi, si reflejamos
la grifica por medio de la recta y = = sigue siendo una grifica cerca de (zo, yo) donde
¥o = f(z0). En la figura 4.4.1 podemos invertir y = f(z) en la caja sombreada, asf estd
definido £ = f~'(y) en este margen.

En el estudio del calculo de una variable comprendimos la importancia del proceso
de inversién. Por ejemplo, z = lny es la inversa de y = ¢, y z = sen"' gy es la
inversa de y = sen . El proceso de inversién también es importante para funciones de
varias variables; por ejemplo, el cambio entre coordenadas cartesianas y polares en el
plano, incluye la inversién de dos funciones de dos variables.
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y = f(x) es invertible
< cerca de (xq, yo)

Figura4.4.1 Si f'(zo) # 0, entonces y = f(z) es localmente invertible.

TEOREMA 10: TEOREMA PARTICULAR DE LA FUNCION IMPLICITA  Suponer que
F:R™! . R tiene derivadas parciales continuas. Denotar los puntos en R"**! por
(x, z), donde x € R"™ y z € R, suponer que (Xo, 20) satisface

oF
F(x0,20) =0 y Ez-(xo,zo);éﬂ.

Entonces existe una bola U que contiene a xo en R™ y una vecindad V de zp en R
tal que existe una funcién iinica z = g(x) definida parax en U y z en V que satisface
F(x,9(x)) = 0. Mé4s aiin, six en U y z en V satisfacen F(x, z) = 0, entonces z = g(x).
Finalmente, z = g(x) es continuamente diferenciable, con la derivada dada por

1 3
9z X,z

Dy(x) = -

donde Dy F denota la derivada (parcial) de F respecto a la variable x, Dy F =
[8F/3%1,...,0F/3z,); esto es,

dg  OF/oz,

dz;  9F[dz’

i=1,...,n. (1)

*DEMOSTRACION Probaremos el casoc n = 2, de modo que F:R® — R. El caso
para toda n es similar, pero debe modificarse la notacién. Escribimos x = (z,y) y
xo = (o, ¥Y0). Como (8F[8z)(zo, Yo, z0) # 0, es positivo o negativo. Supongamos, para
definir, que es positivo. Por continuidad, podemos hallar nimeros a > 0 y b > 0 tales
que si ||x — xo|| < @ y |z — 20| < a, entonces (#F/3z)(x,z) > b. También podemos
suponer que las otras derivadas parciales estin acotadas por un nimero M en esta
regién, esto es, |[(0F/0x)(x,2)| < M y |(8F/dy)(x,z)| < M. Esto también se sigue por
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la continuidad. Podemos escribir ahora

F(x,z) = F(x, z) — F(xo, z0)
= [F (%, 2) — Fxo, )]+ [F(x0,2) — Flxo, )] @

Considerar la funcién

h(t) = F(tx+ (1 — t)xo, z)
para X y z fijos. Por el teorema del valor medio, existe un nimero 8 entre 0 y 1 tal que
h(1) — h(0) = A'(6)(1 — 0) = A'(8),

esto es,

F(x,2) — F(xo,2) = [DxF(8x + (1 — 8)x0, 2)}}{x — Xo).

Al sustituir esta férmula en la ecuacién (2) junto con una férmula similar para el
segundo término de la ecuacién, da

F(x,z) = [DxF{6x + (1 — 8)x0, 2)](x — Xo)

+ [ txu, 62+ (1 = $))] (s = 20), ®

donde ¢ estd entre 0 y 1. Sea ao que satisface 0 < ap < @ ¥ escojamos § > 0 tal que
§ < apyé < bap/2M. Entonces, si ||x — xo|| < §, tanto |z — zo| como |y — yo} son
menores que §, de modo que el valor absoluto de cada uno de los dos términos en

[DxF(6x + (1 — 8)xo0, 2)](x — Xo0)

= %(h + (1 = 8)xo, z)] (z—=z0) + [%(03‘ + (1= 6)x0,2)| (y — 50)

es menor que M8 < M(bao/2M) = bao /2. Asi, ||x — xo|} < § implica
[[DxF(8x + (1 — 8)x0, 2)](x — x0)| < bao.
Por lo tanto, de la ecnacién (3) y la seleccién de b, f|x — xo|| < 6§ implica que
F(x,20 +a0) >0 y F(x, 20 —ao) < 0.

(Las igualdades se invierten si (8F/@z)(xo0,20) < 0.) Asi, por el teorema del valor
intermedio aplicado a F(x, z) como funcién de z, para cada x existe z entre zo — ag y
20 + ao tal que F(x,z) = 0. Esta 2 es tinica, pues, por céilculo elemental, una funcién
con derivada positiva es creciente y asi, no puede tener mas de un cero.
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Sea U la bola abierta de radio § y centro xo en R" y sea V el intervalo abierto en R
de zo — ao a 20 + ao. Hemos probado que si x esti confinado a U, existe z Winico en V'
tal que F(x, z) = 0. Esto define la funcién z = g(x) = ¢(z, y) requerida por el teorema.
Dejamos al lector probar que a partir de esta construccién, z = g(z,y) es una funcién
continua.

Falta probar la diferenciabilidad continua de z = g(x). De la ecuacién (3), y como
F(x,z) =0y z = g(xo0), tenemos

[DxF(6x + (1 — 8)x0, 2)}(x — X0o)
9(x) — g(x0) = - °F -
5, (X0,82+ (1= ¢)z)

Si hacemos x = (zo + h, %0), entonces esta ecuacién se convierte en

oF

OF tox + (1 - 8)x0,

9(zo +k,y0) — g(z0,30) _ 5z (0% + (1~ 00, %)
. =

oF ’
== (xo, 1—

3, (x0,024+ (1 — ¢)2)
Cuando h — 0, se sigue que z — zo y que z — zo, de modo que tenemos

oF

2 (2o, 2
Q‘q(zo Yo) = limite 9(zo + k,30) — g(zo, ¥0) - 82;( 0,2)
oz’ hea0 h oF

_az (1‘0,2)

La férmula

oF
*—(zo, z)

oz
oF

35 (%0,2)

7]
%(Io,yo) = -

se prueba de la misma manera. Esta deduccién se cumple en cualquier punto (z,y) en
U por medio del mismo argumento, de modo que hemos probado la férmula (1). Como
el lado derecho de la fé6rmula (1) es continuo, hemos probado el teorema. n

Una vez que sabemos que existe z = g(x) y es diferenciable, se puede verificar la

férmula (1) por medio de diferenciacién implicita; esto es, la regla de la cadena aplicada
a F(x,g(x))=0da

D Flx, () + [ 5 (x,0x))] Dg(x)] =0,

lo cual es equivalente a la f6rmula (1).
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EJEMPLO 1 En el teorema particular de la funcién implicita, es importante recono-
cer la necesidad de tomar vecindades U y V suficientemente pequefias. Por ejemplo,
considerar la ecuacién
P24+ -1= 0,

esto es, F(z,2z) = 22 + 2> — 1, con n = 1. Aqui, (3F/8z)(z, z) = 2z, de modo que se
aplica el teorema particular de la funcién implicita a un punto (o, 20) que satisfaga
23+ 22 —1 =01y 2 # 0. Asi, cerca de dichos puntos, z es una funcién inica de z.
Esta funcién es 2 = /1 =22 si 20 > 0y z = —/1 — 12 si z < 0. NStese que z estd
definida sélo para |z| < 1 (U no debe ser muy grande) y z es tinica s6lo cerca de zo (V
no debe ser muy grande). Estos hechos, y el que no exista 9z/dz en zo = 0, son, por
supuesto, claros a partir del hecho de que £ + z? = 1 define un circulo en el plano =z
(figura 4.4.2). A

z
3
z=VI1 - x?
/ (%o, 20) .
e X
\ g_)zc no existe aqui
t=-ViTH

Figura 4.4.2 Es necesario tomar vecindades pequeiias en el teorema de la funcién
implicita.

Apliquemos el teorema 10 al estudio de superficies. Nos interesa el conjunto de nivel
de una funcién g:U C R™ — R, esto es, de la superficie S formada por el conjunto de
x que satisfacen g(x) = co, donde ¢y = g(Xo) y donde Xx¢ estd dada. Tomemos n = 3,
para trabajar con un caso concreto. Asi, nos ocuparemos de la superficie de nivel de
una funcién g(z,y, z) que pasa por un punto dado (o, 3o, 20). Como en el teorema del
multiplicador de Lagrange, supongamos que Vg(zo, ¥o, 20) # 0. Esto significa que al
menos una de las derivadas parciales de g no es cero. Para definir, supongamos que
(9g9/8z)(x0,y0, 20) # 0. Aplicando el teorema 10 a la funcién (z,y, z) — g(z, y, z) — co,
sabemos que existe una funcién unica z = k(z, y) que satisface g(z, y, k(z, y)) = co para
(z,y) cerca de (zo,y0) y z cerca de zo. Asi, cerca de zp la superficie S es la grafica de la
funcién k. Como k es continnamente diferenciable, esta superficie tiene plano tangente
en (o, Yo, z0) definido por

z=2z0+ [%(Io,yo)] (z — z0) + [g"lyi(zo,yo)] (¥ — 90). (4)
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Pero por la férmula (1),

9¢ %9
ok '5;(1;% Yo, ZO) ok ay(zo,yo, 20)
(20, 90) = ———— v —(z0,%)=—
oz dg dy 4

5 (%0 Y0, %) 3, (%02 %o, 20)

Sustituyendo estas dos ecuaciones en la ecuacién (4) se obtiene esta descripcién equi-
valente:

d ad d
0=(z- Zo)gg(zo,yo, z0)+ (z — Z‘o)a—i-(z‘o, yo,20) + (y — yo)%(zo, Y0,20);

esto es,
(z —%0,¥ —¥0,2 — 20) * Vg(zo,y0,20) =0.

Asi, el plano tangente a la superficie de nivel de g es el complemento ortogonal a
Vg(zo, Yo, 20) que pasa por el punto (zo, Yo, 20). Esto concuerda con la definicién de la
pag. 150.

Ahora estamos preparados para completar la demostracién del teorema del multi-
plicador de Lagrange. Para ello debemos mostrar que todo vector tangente a S en
(:co, Yo, zo) es tangente a una curva en S. Por el teorema 10, basta mostrar esto para
una grifica de la forma z = k(z,y). Sin embargo, si v = (£ — o,y — ¥0,2 — 20) €s
tangente a la grafica (esto es, si satisface la ecuacién (4)), entonces v es tangente a la
curva en S dada por

c(t) = (2o + t(z — x0),y0 + t(y — yo), k(zo + t(z — Z0), 9o + t(y — ¥0)))

en t = 0. Esto puede verificarse usando la regla de la cadena. (Ver la figura 4.4.3.)

Sz = k(x, )

: \c(t) = gréfica de rectac(f)

olt) =1a recta (xut 1x — %), yot €y — ¥o))

Figura 4.4.3 Construccién de una curva c¢(t) en la superficie S cuyo vector tangente
es V.
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EJEMPLO 2 ;Cerca de cudles puntos es posible representar la superficie
z2 + 31,(2 + 8z2° — 3z3y =1

como grifica de un funcién diferenciable z = k(z,y)?

SOLUCION  Aqui tomamos F(z,y,z) = z° + 3y® + 8222 — 32y — 1 e intentamos
despejar z de F(z,y, z) = 0 para presentarlo como funcién de (z,y). Por el teorema 10,
es posible hacerlo cerca de un punto (zo, yo, 20) si (8F/8z)(z0, yo, z0) # 0, esto es, si

Zo(].ﬁ:Eo, 9Zoyo) # 0,
lo cual significa, a su vez,
20 #0 y 16z0 # 920¥0. A

A continuacién enunciaremos, sin demostracién, el teorema general de la funcién
implicita.* En lugar de tratar de resolver una ecuacién con una variable, tratamos de

resolver m ecuaciones con m variables z1,..., zm:
Fi(z1,...,Zn,21,...,2m) =0
F2(171,...,.'l,‘n,21,...,zm)=0
. (5)
Fo(z1,...,2n,21,...,2m) =0

En el teorema 10 teniamos la condicién 8F/8z # 0. La condicién apropiada para el
teorema general de la funcidn implicita es que A # 0, donde A es el determinante de
la matriz de m x m

0B oR
0z, 0z
aFm e aFm
0z 0zm

evaluado en el punto (Xo, Zo); en la vecindad de dicho punto podemos resolver de manera
unica para z en términos de x.

*Para tres demostraciones diferentes del caso general, consultar:

(a) E. Goursat, A Course in Mathematical Analysis, I, Dover, Nueva York, 1959, pag. 45.
(Esta demostracién deduce el teorema general mediante aplicaciones sucesivas del teorema 10.)

(b) T. M. Apostol, Mathematical Analysis, 2a ed., Addison Wesley, Reading, Mass., 1974.
(c) J. E. Marsden, Elementary Classical Analysis, Freeman, Nueva York, 1974.
De estas fuentes, las dos ultimas usan ideas mas sofisticadas, que usualmente no se cubren hasta

un curso introductorio de andlisis. Sin embargo, la primera la puede comprender ficilmente un
lector que tenga algin conocimiento de algebra lineal.
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TEOREMA 11: TEOREMA GENERAL DE LA FUNCION IMPLICITA Si A # 0, entonces cerca
del punto (Xo,2o), la ecuacién (5) define de manera dnica funciones (suaves)

zi = ki(z1,...,20) (i=1,...,m).

Sus derivadas se pueden calcular mediante diferenciacién implicita.

EJEMPLO 3 Mostrar que cerca del punto (z,y,u,v) = (1,1,1,1) podemos resolver

ru+yvul =2
zu® +yPot =2

de manera tnica para u y v como funciones de ¢ y y. Calcular (3u/dz)(1,1).
SOLUCION  Para verificar la existencia de la solucién, formamos las ecuaciones

Fi(z,y,u,v) =zu + yvu’® — 2
Fa(z,y,u,v) = zu’ + 9%t —2

y el determinante

du v

A= 1,1,1,1
OF: OF: = Gy
du v

T + 2yuv yu2

=1 3u2z 4y*° en (1,1,1,1)
3 1
13 4| S

Como A # 0, se asegura la existencia de la solucién por el teorema general de la funcién
implicita. Para hallar 8u/dz, diferenciamos implicitamente las ecuaciones dadas en «
usando la regla de la cadena:

du ?_v_

T —+u+ty u2+2yvu?—ﬁ=0
oz

oz oz
20U | 3 2 300 _
3zu 8:c+u +4y°v 9z =0.
Al hacer (z,y,v,v) = (1,1,1,1) da

du  Ov

3-a—z'+ 7z = —1
du v
35—1-{-4% = -1.

Resolviendo para du/dz, multiplicando la primera ecuacién por 4 y restando, da
dufdr = —1. A
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Un caso especial del teorema general de la funcién implicita es el teorema de la
funcién inversa. Aqui tratamos de resolver las n ecuaciones

f](.’l‘l,.. ,,]}n): U1
: (6)

f"(zlv’ . '11"): Yn

para i,..., £ como funciones de ¥i,..., yn; esto es, estamos tratando de invertir
las ecuaciones del sistema (6). Esto es andlogo a formar los inversos de funciones como
senz = yy e” =y, con las que el lector debe estar familiarizado desde cdlculo elemental.
Ahora, sin embargo, tratamos con funciones de varias variables. La cuestién de existen-
cia de solucién se responde por medio del teorema general de la funcién implicita apli-
cado a las funciones y; — fi(z1,...,2n) con las incégnitas z1,..., z, (lamadas z1...., 2x
anteriormente). La condicién para existencia de solucién en una vecindad de un punto
Xo es A # 0, donde A es el determinante de la matriz Df(xo), y f = (f1,..., fn)-
La cantidad A se denota por d(fi,..., fn)/3(z1,...,2n), O(y1,...,yn)/0(T1,...,Tn)
o Jf(xo) y se llama determinante jacobiano de f. Explicitamente,

af af
Sy, fr) By ) T g, )
1.y Jn _ _ . .
e es] Wbl T on | "
gz—:(xO) aZZ(XO)

El determinante jacobiano jugard un papel importante en nuestro trabajo posterior de
integracién (ver la seccién 6.3). El teorema siguiente resume este analisis:

TEOREMA 12: TEOREMA DE LA FUNCION INVERSA Sea U C R™ un abierto y sean
fi:U —=R,..., fa: U — R con derivadas parciales continuas. Considerar las ecuaciones
en el grupo (6) cerca de una solucién dada xo, yo. Si [8(f1, ..., f)}/[0(z1,...,2,)] =
Jf(xq) (definido por la ecuacién (7)) es diferente de cero, entonces el grupo (6) de
ecuaciones se puede resolver de manera dnica como x = g(y) para x cerca de Xo y y
cerca de yo. Mds atn, la funcién g tiene derivadas parciales continuas.

EJEMPLO 4 Considerar las ecuaciones

4 4
2t 4
Iry u(z,y), senz + cosy = v(z,y).

;Cerca de cudles puntos (z,y) podemos resolver para = y y en términos de u y v?

SOLUCION  Aqui las funciones son u(z,y) = fi(z,9) = (z* + *)/z y v(z,y) =
f2(z,y) = senz + cosy. Queremos conocer los puntos cerca de los cuales podemos
resolver para £ y y como funciones de u y v. De acuerdo con el teorema de la funcién
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inversa, debemos primero calcular 3(fi, f2)/8(z, y). Tomemos el dominio de f = (f1, f2)
como U = {(z,y) € R*|z # 0}. Ahora

ah h . . .

fi,f2) |0z 9y | |32 -y 4y

a(z,y) |3fe Of| | % z
'5; —tﬁ COoS T —seny
sen y 4y°

=" (v* —3z*) - 5 cosz.
Por lo tanto, en los puntos donde esto no se anula, se puede resolver para z y y en
términos de u y v. En otras palabras, podemos resolver para z y y cerca de aquellos z,
y para los que £ # 0 y (seny)(y* — 3z*) # 4zy® cos z. Generalmente no se pueden re-
solver explicitamente dichas condiciones. Por ejemplo, si 1o = /2, yo = %/2, podemos
resolver para z y y cerca de (Zo, yo) pues ahi 8(fi, f2)/9(z,y) # 0. A

EJERCICIOS

1. Sea F(z,y) = 0 que define una curva en el plano zy que pasa por el punto (zo, ¥o).
Suponer que (3F/8y)(zo,y0) # 0. Mostrar que esta curva se puede representar local-
mente por la grifica de una funcién y = g(z). Mostrar que (i) la recta ortogonal a
V F(zo,yo) concuerda con (ii) la recta tangente a la grifica de y = g(z).

IEI Mostrar que zy + z + 3zz°> = 4 es soluble para z como funcién de (z,y) cerca
(1,0,1). Calcular 9z/8z y 9z/dy en (1,0).

3. (a) Verificar directamente (i.e., sin usar el teorema 10) dénde podemos resolver la
ecuacién F(z,y) =4° + y+ 3z + 1 = 0 para y en términos de z.
(b) Verificar que la respuesta en la parte (a) concuerde con la respuesta esperada
del teorema de la funcién implicita. Calcular dy/dz.

4. Repetir el ejercicio 3 con F(z,y) = zy° — 2y + 2% +2=0.

5. Mostrar que z°22 — 2’yz = 0 es soluble para z como funcién de (z, y) cerca de

(1,1,1), pero no cerca del origen. Calcular 9z/3z y 9z/8y en (1,1).
6. Analizar la solubilidad del sistema

3x+2y+z2+u+v2=0
4z+3y+z+u2+v+w+‘2=0
c4+z+w+u’ +2=0

para u, vy wen términosde z, yy zcercade s =y =z2=0,u=v =0y w = —2.
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Analizar la solubilidad de

y+z4+ur=0
ury+v =20

para u y v en términos de z y y, cerca de £ = y = u = v = 0 y verificar directamente.

8. Investigar si el sistema

w(z,y,2) =z + zyz
v(z,y,2) =y + 2y

w(z,y,z) =z+ 2z + 322

se puede resolver para =, y y z en términos de u, v y w, cerca de (z,y, z) = (0,0,0).

9. Considerar f(z,y) = ((z° — v*)/(2* + v*), zy/(z? + *)). ;Tiene esta funcién de
R?\(0,0) a R? inversa local cerca de (z,y) = (0,1)?

10. Definir z: R?> — R por z(r,8) = rcosf y definir y: R* — R por y(r,8) =

rsen §. Mostrar que

;Cudndo podemos formar una funcién inversa suave r(z, y), (z, y)? Verificar
directamente y con el teorema de la funcién inversa.

(¢) Considerar las siguientes transformaciones para coordenadas esféricas (ver la
seccién 1.4):

z(p, $,0) = psen ¢ cos
y(p, ¢,8) = psen psen 6
z(p,¢,0) = pcos¢.

Mostrar que
a(‘ry Y, Z) 2 ‘
—= " = p°sen ¢.
9(p, ¢,0)
(d) ;{Cuando podemos resolver para (p, ¢,6) en términos de (z,y, z)?

11. Sea (zo, Yo, 20) un punto del lugar geométrico definido por z°> + zy —a = 0, 22 +
2

z? — 32 — b =0, donde a y b son constantes.
{a) ;Bajo qué condiciones puede la parte de la figura cerca de (zo, yo, 20) repre-
sentarse en la forma z = f(z), y = g(z)?

(b) Calcular f'(2) y g'(2).
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@ . Es posible resolver
zy2 + xzu + yv2 =3
u yz+2fcv—u v? =2

para u(z,y, z), v(z, y, z) cerca de (z,y,2) = (1,1,1), (u,v) = (1,1)? Calcular dv/dy en
(z,¥,2) =(1,1,1).

13. El problema de factorizar un polinomio ™ 4 an_12""! 4 .-+ 4 ao en factores
lineales es, en cierto sentido, un problema de “funcién inversa”. Los coeficientes a; son
funciones conocidas de las n raices r;. Quisiéramos expresar las raices como funciones
de los coeficientes en alguna regién. Con n = 3, aplicar el teorema de la funcién inversa
a este problema y enunciar la conclusién acerca de la posibilidad de hacer lo planteado.

4.5 ALGUNAS APLICACIONES

En esta seccién daremos algunas aplicaciones de los métodos matematicos desa-
rrollados en las secciones anteriores. Estos métodos tienen aplicacién en me-
canica, geometria y economia, comenzando con mecanica. El alumno debera
consultar con su maestro acerca de cudles ejemplos debera estudiar.

Denotemos por F un campo de fuerza definido en cierto dominio U de R3.
Asi, F:U — R3 es un campo vectorial dado. Acordemos que una particula (con
masa m), se mueve a lo largo de una trayectoria o (¢) de manera que se cumple la
ley de Newton; masa x aceleracién = fuerza; esto es, la trayectoria o (t) satisface
la ecuacién

ma"(t) = F(o(t)). (n
Si F es un campo de potencial con potencial V| esto es, si F = —grad V, entonces
Lm|le’ (W)|° + V(o(t)) = constante. (2)

(El primer término se llama energia cinética.) En efecto, al diferenciar con la
regla de la cadena,

& [amle’ I + V()] = mo'(t) 0" (1) + grad V(e () - ' (1

= [mo"(t) + grad V(e (t))] - o'() = 0,

pues mo’/(t) = — grad V(o (t)). Esto prueba la formula (2).

DEFINICION Un punto xo € U se llama posicién de equilibrio si la fuerza en
ese punto es cero: F(xg) = 0. Un punto x¢ que sea posicién de equilibrio se llama
estable si para todo p > 0 y € > 0, podemos escoger nimeros py > 0 y g > 0
tales que un punto material situado en cualquier lugar a una distancia menor
que pp de xg, después de recibir inicialmente energia cinética en una cantidad
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menor que €y, permanecera para siempre a-una distancia de Xg menor que p y
poseera energia cinética menor que € (ver la figura 4.5.1).

N

\_~

Figura 4.5.1 Movimiento cerca de un punto estable xg.

Asi, si tenemos una posicion de equilibrio, estabilidad en x; significa que una
particula que se mueva lentamente cerca de xp siempre permanecera cerca de
Xo y se mantendrd moviéndose lentamente. Si tenemos un punto de equilibrio
inestable xq, entonces o (t) = xg resuelve la ecuacién me’(t) = F(o (1)), pero
las soluciones cercanas pueden alejarse de xo conforme transcurra el tiempo.
Por ejemplo, un lipiz que se balancee sobre su punta ilustra una configuracién
inestable, mientras que una bola colgando de un resorte ilustra un equilibrio
estable.

TEOREMA 13

(i) Los puntos criticos de un potencial son posiciones de equilibrio.

(ii) En un campo de potencial, un punto xqy en el cual el potencial alcance un
minimo local estricto es una posicion de equilibrio estable. (Recordar que
una funcion f tiene un minimo local estricto en el punto xo si existe una
vecindad U de xg tal que f(x) > f(xo) para todo x en U distinto de xo.)

SOLUCION La primera afirmacién es bastante obvia debido a la definicién F =
—grad V; los puntos de equilibrio xy son exactamente los puntos criticos de V,
en los cuales VV(xg) = 0.

Para probar la afirmacién (ii), haremos uso de la ley de conservacién de energia,
ecuacion (2). Tenemos

Smllo’ O +V(a(t) = smlle’ O + V(o' (0)).

Argumentaremos de manera un poco informal para ampliar e iluminar las ideas
centrales. Escojamos una pequena vecindad de xg y comience nuestra particula
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con poca energia cinética. Conforme { crece, la particula se aleja de xo sobre
una trayectoria o(t) y V(o(t)) crece (pues V(o (0)) es un minimo estricto),
de modo que la energia cinética debe decrecer. Si la energia cinética inicial es
suficientemente pequefia, entonces, para que la particula escape de la vecindad
de xq, fuera de la cual V ha crecido en una cantidad definida, la energia cinética
tendria que volverse negativa (lo cual es imposible). Asi, la particula no puede
escapar de la vecindad. ]

EJEMPLO 1 Hallar los puntos que son posiciones de equilibrio y determinar si

son o no estables, si el campo de fuerza F = Fyi+ Fyj + F,k esta dado por
F, = —k’xz, Fy = —k®y, F, = —k®2 (k £ 0).*

SOLUCION  El campo F es un campo de potencial, con potencial V = $k%(z% +
y% 4 22). El tinico punto critico de V es el origen. El hessiano de V en el origen es
HV(0,0,0)(hy, ha, h3) = 1k?(h? + h3 + h3), que es definitivamente positivo. Se
sigue que el origen es un minimo estricto de V. Asi, por (i) y (ii) del teorema 13,
hemos mostrado que el origen es una posicién de equilibrio estable. A

Sea un punto material en un campo de potencial V restringido a mantenerse
sobre la superficie de nivel S dada por la ecuacidn ¢(z,y,z) = 0, con grad ¢ # 0.
Si en la férmula (1) reemplazamos F con la componente de F paralela a S,
aseguramos que la particula permanecera en S.} Por analogia con el teorema 13,
tenemos:

TEOREMA 14

(i) Sien un puntoP sobre lasuperficie S el potencial V|S tiene un valor extremo,
entonces el punto P es una posicién de equilibrio sobre la superficie.

(i1) Si un punto P € S es un minimo local estricto del potencial V|S, entonces
el punto P es una posicién de equilibrio estable.

Se omitira la demostracién de este teorema. Es andloga a la demostracion del
teorema 13, con el hecho adicional de que la ecuacién de movimiento usa sélo la
componente de F a lo largo de la superficie.f

*El campo de fuerza en este ejemplo es el que gobierna el movimiento de un oscilador arménico
tridimensional.

tSi ¢(z,y,z) = 2 + y? + 22 — r?, la particula estd restringida a moverse sobre una esfera;

por ejemplo, puede estar girando sujeta a una cuerda. La parte sustraida de F para hacerlo
paralelo a S es normal a S y se llama fuerza centripeta.

{Estas ideas se pueden aplicar a un buen niimero de situaciones fisicas interesantes, tales como
vibraciones moleculares. La estabilidad de dichos sistemas es una cuestién importante. Para
mayor informacién consultar la literatura sobre fisica (e.g., H. Goldstein, Classical Mechanics,
Addison-Wesley, Reading, Mass., 1950, capitulo 10) y la literatura matematica (e.g., M. Hirsch
y S. Smale, Differential Equations, Dynamical Systems and Linear Algebra, Academic Press,
Nueva York, 1974).
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EJEMPLO 2 Sea F el campo gravitacional cerca de la superficie de la Tierra;
esto es, sea F = (Fg, Fy, F;), donde F; =0, Fy = 0y F, = —myg, donde g es
la aceleracién debida a la gravedad. ;Cuales son las posiciones de equilibrio, si
un punto material con masa m estd restringido a la esfera ¢(z,y,z) = 2% + y2 +
22 — 12 = 0 (r > 0)? ;Cudles son estables?

SOLUCION  Nétese que F es un campo de potencial con V' = mgz. Usando el
método de los multiplicadores de Lagrange introducido en la seccién 4.3 para
localizar los extremos posibles, tenemos las ecuaciones

UV = V4
$=0
o, en términos de componentes,
0=2\z
0=2\y
mg = 2z

z2+y2+z2—r2=0.

La solucién de estas ecuaciones simultdneas es ¢ = 0, y = 0, z = 4r, A =
+mg/2r. Por el teorema 14, se sigue que los puntos Py = (0,0,—r)y P2 = (0,0,7)
son posiciones de-equilibrio. Al observar la funcién de potencial V = mgz y por
el teorema 14, parte (ii), se sigue que P; es un minimo estricto y, por lo tanto,
un punto estable, mientras que P, no lo es. Esta conclusién debe resultar obvia
desde el punto de vista fisico. A

Pasamos ahora a una aplicacidn geométrica.

EJEMPLO 3 Suponer que tenemos una curva definida por la ecuacién
é(z,y) = Az’ + 2By +Cy* —1=0.
Hallar la distancia médxima y minima de la curva al origen. ( Estas son las longi-

tudes de los ejes semimayor y semimenor de esta cuadritica.)

SOLUCION  El problema es equivalente a hallar los valores extremos de f(z,y) =
z? + y? sujeto a la condicién restrictiva ¢(z,y) = 0. Usando el método del
multiplicador de Lagrange, tenemos las ecuaciones siguientes:

2z + M(2Az +2By) =0 (1)
2y + AM(2Bz +2Cy) =0 (2)
Az’ + 2By +Cy* = 1. (3)
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Sumando z por la ecuacién (1) més y por la ecuacién (2), obtenemos 2(z? +
y?)+2M(Az? +2Bzy+ Cy?) = 0. De la ecuacién (3) se sigue que z2 +y?+ A = 0.
Sea t = —1/X = 1/(z? + y?) (es imposible que A = 0, pues (0,0) no esta sobre
la curva ¢(z,y) = 0). Entonces las ecuaciones (1) y (2) se pueden escribir como
sigue:

204-t)c+2By=0

(4)

Si estas dos ecuaciones van a tener solucién no trivial (recordar que (x,y) = (0,0)

no esta sobre nuestra curva, de modo que no es solucién), se sigue de un teorema
de algebra lineal, que su determinante se anula:*

A-t B |_,

B (o 1

Como esta ecuacién es cuadratica en t, hay dos soluciones, que llamaremos t;
y t3. Como —X = 22 + y2, tenemos /22 +y2 = v/—X. Ahora bien, /22 + 32
es la distancia del punto (z,y) al origen. Por lo tanto, si (z1,¥1) ¥ (22, ¥2)
denotan las soluciones no triviales de la ecuacién (4), correspondientes a ¢ y
t2, tenemos que \/z2 +y% = 1/vl y /22 + 48 = 1//t;. En consecuencia, si
t; > ty, las longitudes de los ejes semimenor y semimayor son 1/v/%; y 1//t2,
respectivamente. Si la curva es una elipse, tanto ¢; eomo ¢; son reales y positivos.
. Qué sucede con una hipérbola o una pardbola? A

Finalmente, estudiaremos una aplicacion en economia.

EJEMPLO 4 Suponer que la produccion de una firma manufacturera es una can-
tidad @ de cierto producto, donde @ es una funcién f(K,L), donde K es la
cantidad de capital (inversién) y L es la cantidad de trabajo usada. Si el precio
del trabajo es p, el precio del capital q y la firma no puede gastar mds de B
ddlares, jcomo podemos hallar la cantidad de capital y de trabajo que maximice
la produccion Q7

SOLUCION  Se esperaria que si se incrementa la cantidad de capital o de trabajo,
entonces la produccién deberd incrementarse; esto es,
0Q oQ

k2% Y Fp 2%

*La matriz de los coeficientes de las ecuaciones no puede tener inversa, pues ello implicaria
que la solucidn és cero. De la seccién 1.5 sabemos que una matriz que no tiene inversa, tiene
determinante cero.
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También se esperaria que conforme se ahada trabajo a una cantidad dada de
capital, obtendremos menos productos adicionales por nuestro esfuerzo; esto es,
3*Q

—aﬁ<0.

De manera analoga,

’Q
0K?

<0.

Con estas hipétesis sobre @, es razonable esperar que las curvas de nivel de la
produccién (llamadas isocuantas) Q(K, L) = ¢ se vean como las esbozadas en
la figura 4.5.2, con ¢; < c2 < c¢3.

Figura 4.5.2 ;Cuil es el mayor valor de Q en el tridngulo sombreado?

Podemos interpretar la convexidad de las isocuantas como sigue: conforme nos
movemos hacia la derecha a lo largo de una isocuanta dada, se emplea mas y
mas capital para reemplazar una unidad de trabajo y producir la misma canti-
dad. La restriccion de presupuesto significa que debemos mantenernos dentro del
tridngulo acotado por los ejes y la recta pL+¢K = B. Geométricamente, es claro
que producimos mds al gastar nuestro dinero de tal manera que seleccionemos
la isocuanta que solamente toca, pero no cruza, la recta de presupuesto.

Como el punto méximo esta en la frontera de nuestro dominio, aplicamos el
método de los multiplicadores de Lagrange para hallar el mdximo. Para maxi-
mizar @ = f(K, L) sujeto a la restriccion pL + ¢K = B, buscamos los puntos



4.5 ALGUNAS APLICACIONES 297

criticos de la funcién auxiliar,
h(K,L,\) = f(K,L) - A(pL + ¢K — B).
Asi, queremos

9Q
oK

7]
= Aq, £=Ap y »pL+gK=B.

Estas son las condiciones que debemos alcanzar para maximizar la produccién.
(En el ejercicio 11 se pide al lector trabajar un caso especifico.) A

En el ejemplo anterior, A representa algo interesante. Sea k = ¢K y { = pL, de
modo que k es el valor en ddlares del capital empleado y [ es el valor en ddlares
del trabajo empleado. Entonces las primeras dos ecuaciones se convierten en

2 _10Q _, 109 _2Q

9k  qoK " poL _ al’

Asi, en el punto 6ptimo de produccidn, el cambio marginal en la produccidén
por délar de inversién de capital adicional, es igual al cambio marginal de la
produccién por délar de trabajo adicional, y A es este valor comin. En el punto
6ptimo, el intercambio de un ddlar de capital por un délar de trabajo no cambia
la produccién. Fuera del punto optimo, la produccién marginal es distinta, y un
intercambio o el otro incrementaran la produccién.

EJERCICIOS

I__L' Sea una particula que se mueve en un campo de potencial en R? dado por V(z,y) =
322 4 2xy + 2¢ + y*> + y + 4. Hallar los puntos de equilibrio estable, si los hay.

2. Sea una particula moviéndose en un campo de potencial en R* dado por V(z,y) =
2 —2zy 4+ y* +¢° + z*. ;Es (0,0) una posicién de equilibrio estable?

3. Sea una particula moviéndose en un campo de potencial en R? dado por Viz,y) =
22 + 4zy — y?> — 8z — 6y. Hallar todos los puntos de equilibrio. ;Cudles, si hay, son
estables?

4. Sea una particula restringida a moverse en el circulo z? + y* = 25 sujeta a fuerzas
gravitacionales (como en el ejemplo 2) asi como al potencial adicional V(z,y) = z° +
24zy + 8y?. Hallar los puntos de equilibrio estable, si los hay.

IE Sea una particula restringida a moverse sobre la esfera z° + v 422 =1, su-
Jjeta a fuerzas gravitacionales (como en el ejemplo 2), asi como al potencial adicional
V(z,y, z) = £ + y. Hallar los puntos de equilibrio estable, si los hay.
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6. Tratar de formular una definicién y un teorema que diga que si un potencial tiene
un maximo en Xg, entonces X¢ es una posicién de equilibrio inestable. Cuidado con las
fallas en su argumentacién.

7. Tratar de hallar los extremos de zy + yz entre los puntos que satisfacen zz = 1.

Responder la pregunta planteada en la dltima linea del ejemplo 3.
9. Hallar el punto sobre la curva (cost,sent,sen(t/2)) mas alejado del origen.

10. La funcién de produccién de una compaiifa es Q(z,y) = ry. El costo de produccién
es C(z,y) = 22+ 3y. Si esta compaiifa gasta C(z,y) = 10, jcudl es la maxima cantidad
que puede producir?

IEI Realizar el anilisis del ejemplo 4 para la funcién de produccién Q(K,L) =
AK®L'~* donde A y o son constantes positivasy 0 < o < 1. Esta se llama funcién de
produccién de Cobb-Douglas y se usa a veces como un modelo sencillo para la economia
nacional. Q es, entonces, la produccién agregada de la economia para una entrada de
capital y trabajo dada.

12. Una firma usa fibra de lana y de algodén para producir tela. La cantidad de tela
producida estd dada por Q(z,y) = zy —z — y + 1, donde 7 es el nimero de libras de
lana, y el nimero de libras de algodén, z > 1y y > 1. Si la lana cuesta p ddlares por
libra y el algoddn ¢ délares por libra, y la firma puede gastar B ddlares en material,
{Cudl serd la razén de algodén y lana para producir la mayor cantidad de tela?

EJERCICIOS DE REPASO DEL CAPITULO 4

1. Analizar el comportamiento de las siguientes funciones en los puntos indicados.
(La respuesta puede depender de la constante C.)
(@ z+2° -y +3zy,  (z,9)=(0,0)
z=2z>+y* + Czy, (z,9) = (0,0)
(c) z=12*>-9*+Czy, (z,y) = (0,0)
2, Hallar y clasificar los valores extremos (si los hay) de las funciones en R? definidas
por las expresiones siguientes:

@ v=3*  (0) 6=+ -y [+’ o

3. (a) Hallar la distancia minima del origen en R? a la supeficie z = /z% — 1.
(b) Repetir la parte (a) para la superficie z = 6zy + 7.

4. Hallar los primeros términos en el desarrollo de Taylor de f(z,y) = e*¥ cos z alre-

dedorde z =0, y =0.
IEl Hallar el valor extremo de z = zy, sujeto a la condicién z + y = 1.
8. Halla;' los valores extremos de z = cos® £ +cos? y sujeto a la condicién z+y = /4.

7. Hallar los puntos sobre la superficie 2> — zy = 1 més cercanos al origen.
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8. Usar el teorema de la funcién implicita para calcular dy/dz para

(a) z/y=10 ® —seny +y* =4 () e’+32+y3=0

9. Hallar la distancia mas corta del punto (0,3) a la parabola z* — 4y = 0. Resolver
este problema usando el multiplicador de Lagrange y también sin usar el método de
Lagrange.

10. Resolver los siguientes problemas geométricos mediante el método de Lagrange.

(a) Hallar la distancia mis corta del purnto (ai,az,as) en R® al plano cuya
ecuacién ests dada por biz1 + b2 + bazs + by = 0, donde (b1, b2, b3) # (0,0,0).

{b) Hallar el punto sobre la recta de interseccién de los dos planos a1z1 + a2z2 +
a3z3 =0y b1zy + b2x2 + b3z3 + bo = 0 que esté mas cerca del origen.

Mostrar que el volumen del paralelepipedo rectangular mas grande que puede
inscribirse en el elipsoide

es 8abc/3\/§.

11. Una particula se mueve en un potencial V(z,y) = z° — y® + 2> + 3zy. Determinar
si (0,0) es un punto de equilibrio estable.

12. Estudiar la naturaleza de la funcién f(z,y) = z° — 3z cerca de (0,0). Mostrar
que el punto (0,0) es un punto critico degenerado, esto es, D = 0. Esta superficie se
llama “silla de mono”.

13. Hallar y esbozar el miximo de f(z,y) = =y sobre la curva (z + 1)* + ¢° = 1.
Hallar el méximo y minimo de f(z,y) = zy—y+z —1 en el conjunto > + 92 < 2.

15. La planta en Baraboo, Wisconsin, de la Compaiifa Internacional de Chucherias,
S.A. usa aluminio, hierro y magnesio para producir chucherias de alta calidad. La can-
tidad de chucherias que puede producir usando z toneladas de aluminio, y toneladas
de hierro y z toneladas de magnesio es Q(z,y, z) = zyz. El costo de la materia prima
es: aluminio, $6 por tonelada; hierro, $4 por tonelada; y magnesio, $8 por tonelada.
{Cudntas toneladas de aluminio, hierro y magnesio deberdn usarse para manufactu-
rar 1000 chucherias al menor costo posible? (IDEA: Hallar un valor extremo: ;de qué
funcién, sujeta a qué restricciones?)

*16. Sea f:R — R de clase C! y sea
u = f(z)

v = —~y+ zf(z).

Si f'(x0) # 0, mostrar que esta transformacién de R? a R? es invertible cerca de (zo, y)
y su inversa estd dada por

z=f""(u)
y=—v+uf(u).
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* Mostrar que las ecnaciones

:c2—y2-—u3+v2+4=0
2zy+y2~2u2+3'u4+8=0

determinan funciones u{z,y) y v(z,y) cercade £ =2 y y = —1 tales que u(2,-1) =2
y (2, —1) = 1. Calcular du/dz en (2,-1).

*18. Mostrar que existen nimeros positivos p y g tales que hay funciones tnicas u y v
de (~1 —p,—1+p) en (1 —gq,1+ ¢) que satisfacen

ze“® 4 u(z)e”™ = 0 = 5" 4 v(x)e™®
para todo z € (_1 - p, -1 +p) y u(—l) =1= 'U("‘]).

*19,- Para trabajar en este ejercicio el lector debera estar familiarizado con la técnica de
diagonalizacién de una matriz de 2 x 2. Sean a(z), b(z) y ¢(z) tres funciones continuas
definidas en UUAU, donde U es un conjunto abierto y dU denota su conjunto de puntos
frontera (ver la seccién 2.2). Usar la notacién del lema 2 en la seccién 4.2, y suponer
que para cada z € U U AU, la forma cuadrética definida por la matriz

a b

b ¢
es definitivamente positiva. Para una funcién v de clase C?%, en U U 83U, definimos
un operador diferencial [ mediante Lv = a(9°v/dz*) + 2b(3%v/d2dy) + c(3*v/dy*).
Con esta condicién de definitividad positiva, dicho operador se llama eliptico. Una fun-

cién v se llama estrictamente subarménica respecto a L si Lv > 0. Mostrar que una
funcién estrictamente subarménica no puede tener un punto maximo en U.

*20. Se dice que una funcidn v esta en el niicleo del operador L descrito en el ejercicio 19
si Lv =0 en UUQAQU. Argumentando como en el ejercicio 35 de la seccién 4.2, mostrar
que si v alcanza su maximo en U, también lo alcanza en OU. Este es el principio débil
del maximo para operadores elipticos.

*21. Sea L un operador diferencial eliptico como en los ejercicios 19 y 20.
(a) Definir el concepto de funcién supraarménica estricta.
(b) Mostrar que dichas funciones no pueden alcanzar un minimo en U.
(c) Si v es como en el ejercicio 20, mostrar que si v alcanza su minimo en U,
también lo alcanza en 9U.

El siguiente método de los cuadrados minimos debera aplicarse a los ejercicios 22
al 27.

Sucede a menudo que la teoria detrds de un experimento indica que los datos
experimentales deberdn estar colocados, de manera aproximada, a lo largo de una recta
de la forma y = mz 4+ b. Es claro que los resultados obtenidos en la realidad, nunca
concuerdan exactamente con la teoria. Enfrentamos entonces el problema de hallar la
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y
3
(xh )’1)

(2, y2)

Figura 4.R.1 El método de los cuadrados minimos trata de hallar una rec. que mejor
aproxime un conjunto de datos.

recta que mejor se ajuste a algiin conjunto de datos experimentales (z1,31),...,(Zn, ¥n)
como en la figura 4.R.1. Si pensamos que la recta y = mz + b ajustard los datos, cada
punto se desviard verticalmente de la recta en una distancia d; = y; — (mz; + b).
Quisiéramos escoger m y b de manera que el efecto total de estas desviaciones fuera
lo mas pequeiio posible. Sin embargo, como algunas son negativas y otras positivas, y a
pesar de tener multitud de cancelaciones, quiza el ajuste siga siendo malo. Esto nos hace
sospechar que quizd una mejor medida del error total sea la suma de los cuadrados de
estas desviaciones. Asi, llegamos al problema de hallar m y b que minimicen la funcién
s=f(mb)y=di +d3+-- +di =Y " (3 — mzi — b,

=1

donde z1,..., Tn ¥ y1,.--, Yn son datos dados.

Para cada conjunto de tres puntos dato, localizar los puntos, escribir la funcién
f(m,b) anterior y hallar m y b para dar el mejor ajuste en linea recta de acuerdo con
el método de los cuadrados minimos, y dibujar la recta.

(a) (z1,1)=(1,1)  (b) (z1,1n) =(0,0)

(z2,92) = (2, 3) (z2,y2) =(1,2)

(933a313) =(4,3) (1‘3, y3) = (2v3)

23. Mostrar que si sélo se dan dos puntos dato (z1,91) y (22, y2), este método produce
la recta que pasa por (z1,¥1) y (22, %2)-

24. Mostrar que las ecnaciones para un punto critico, ds/9b = 0 y ds/dm = 0, son
equivalentes a

m(Ya)+m=(Tu) v w(T)+s(Tn) = (o),

donde todas las sumas vande t =1 a 1 = n.
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Si y = mz + b es la recta que mejor ajusta los puntos dato (z1,¥1),...,(Zn, yn) de
acuerdo con el método de los cuadrados minimos, mostrar que

=1

esto es, las desviaciones positivas y negativas se cancelan (ver el ejercicio 24).

26. Usar el criterio de la segunda derivada para mostrar que el punto critico de f en
realidad no produce un minimo.

27. Usar el método de los cuadrados minimos para hallar la recta que mejor ajuste los
puntos (0,1), (1,3), (2,2), (3,4) y (4,5). Dibujar los puntos y la recta.*

*El método de los cuadrados minimos puede ser cambiado y generalizado de multitud de mane-
ras. La idea bésica se puede aplicar a ecuaciones de curvas mas complicadas que una recta. Por
ejemplo, se puede buscar la pardbola que mejor ajuste un conjunto dado de datos. Estas ideas
también formaban parte de la base para el desarrollo de la ciencia de la cibernética realizado
por Norbert Wiener. Otra versién de los datos es el siguiente problema de aproximacién de
cuadrados minimos: dada una funcién f definida e integrable en un intervalo [a, b], hallar un
polinomio P de grado < n tal que el error cuadratico medio

[ 1f(z) = P()|* dz

sea lo mas pequeno posible.
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Es a Arquimedes mismo (c. 225 A.C.) a quien debemos el mejor
enfoque a la verdadera integracién descubierto entre los grie-
gos. Su primer avance notable en esta direccién se ocupaba de
la demostracion de que el drea de un segmento parabdlico es
cuatro tercios del tridngulo con la misma base y vértice, o dos
tercios del paralelogramo circunscrito.

D. E. Smith, History of Mathematics

En éste y en el siguiente capitulo estudiamos la integracion de funciones de varias
variables con valores reales; en este capitulo se trata con integrales de funciones
de dos variables, o integrales dobles. La integral doble tiene una interpretacién
geométrica basica como volumen, y se puede definir rigurosamente como limite
de sumas aproximantes. Presentaremos varias técnicas para evaluar integrales
dobles y consideraremos algunas aplicaciones.

5.1 INTRODUCCION

En esta seccién se estudian de manera breve algunos aspectos geométricos de la
integral doble, dejando un analisis mas riguroso, en términos de sumas de Rie-
mann, hasta la seccién 5.2. )

Considerar una funcién continua de dos variables f: R ¢ R? — R cuyo domi-
nio R es un rectangulo con lados paralelos a los ejes coordenados. El rectangulo
R puede describirse en términos de dos intervalos cerrados [a,b] y [c,d], repre-
sentando los lados de R a lo largo de los ejes 2 y y, respectivamente, como en
la figura 5.1.1. En este caso, podemos decir que R es el producto cartesiano de
[a,b] y [¢,d] y escribimos R = [a,b] x [c,d].
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; gtafica de
z = f(x,y)

b
."J

o

Figura5.1.1 La regién V en el espacio estd acotada por la grifica de f, el rectangulo R
y los cuatro lados verticales indicados.

Suponer que f(z,y) > 0 en R, de manera que la grifica de z = f(z,y) es una
superficie que estd arriba del rectangulo R. Esta superficie, el rectangulo R y los
cuatro planos z = a, ¢ = b, y = ¢ y y = d forman la frontera de una regién V
en el espacio (ver la figura 5.1.1). Es necesario enfrentar el problema de cémo
definir de manera rigurosa el volumen V, cosa que haremos en la seccién 5.2 por
medio del método clasico de exhausién, o, dicho en términos modernos, el método
de las sumas de Riemann. Sin embargo, para tener un conocimiento intuitivo de
este método, supongamos provisionalmente que se ha definido el volumen de una
region. El volumen de la region arriba de R y debajo de la grafica de f se llama
la integral (doble) de f sobre R y se denota por

/R ; /R f(z,9) dA, /R fendsdy, [[fenizar o //Rf(z,y)dxdy.

EJEMPLO 1  (a) Si f esta definida por f(z,y) = k, donde k es una constante
positiva, entonces [ f(z,y)dA = k(b — a)(d — ¢), pues la integral es igual al
volumen de una caja rectangular con base R y altura k.

(b) Si f(z,y) =1-zy R=[0,1]x[0,1], entonces [, f(z,y)dA = 1, pueslain-
tegral es igual al volumen del sélido triangular mostrado er la figura 5.1.2. A

EJEMPLO 2 Suponer que z = f(z,y) = 2*+y* y R = [-1,1] x [0,1]. Entonces
la integral fR f= fR(mz +y?) dz dy es igual al volumen del sélido esbozado en la
figura 5.1.3. Calcularemos esta integral en el ejemplo 3. A
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Figura 5.1.2 Volumen bajo la grifica z=1— z y sobre R =[0,1] x [0, 1].

Z
L
!

z=flx,y) = x* +

®(—1,1,0)

Figura 5.1.3 Volumen bajo z = 2% + 3* y sobre R = [-1,1] x [0, 1].
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y
A
|
1
|
|
!

}

Figura 5.1.4 Area bajo la grifica de una funcién continua no negativa f de z = a a

z=bes f:f(:c)dz.

Estas ideas son similares a la de integral simple fab f(z) dz, que representa el
area bajo la gréifica de f si f > 0y, digamos continua; ver la figura 5.1.4.*% Re-
cordar que puede definirse rigurosamente f: f(z) dz, sin recurrir al concepto de

) . . , . b

4rea, como un limite de sumas de Riemann. Asi, podemos aproximar [ f(z)dz
escogiendo una particién @ = 2o < £; < -+ < &, = b de [a,b], seleccionando
puntos ¢; € [z;,z;41] y formando la suma de Riemann

if(c,')(:c,q.l —zi) = / f(z)dz

(ver la figura 5.1.5). En la seccién siguiente examinamos el proceso analogo para
integrales dobles.

Hay un método para calcular volimenes conocido como principio de Cava-
lieri. Supongamos que tenemos un cuerpo sélido y denotemos por A(z) el area
de su seccién transversal medida a una distancia z de un plano de referencia
(figura 5.1.6). De acuerdo con el principio de Cavalieri, el volumen del cuerpo
esta dado por

b
volumen:/ A(z)dz,

donde @ y b son las distancias minima y maxima a partir del plano de referen-
cia. Esto se puede aclarar de manera intuitiva. Si partimos [a,b] en @ = z¢ <

*Los lectores que no estén familiarizados con esta idea deberdn repasar las secciones adecuadas
de su libro de calculo introductorio.
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y =fx)

a=Xx, G Xy Cy Xo Ca X3 €3 xs=b

Figura 5.1.5 La suma de las 4reas de los rectingulos sombreados es una suma de Rie-
mann que aproxima el irea bajo fdez =caz =b.

A(z) = areadela
seccién transversal

plano de referencia

Figura 5.1.6 Cuerpo sélido con 4rea de seccién transversal A(z) a una distancia z del
plano de referencia.

1< --- < &p = b, entonces una suma de Riemann aproximante para la integral

€s
n—1

D Al (@igr — ).

=0

Pero esta suma también aproxima el volumen del cuerpo, pues A(z) Az es el
volumen de una rebanada con area de seccién transversal A(z) y ancho Az (figura
5.1.7). Por lo tanto, es razonable aceptar la férmula anterior para el volumen. A
continuacién se presenta una justificacién mas cuidadosa del método.
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Figura 5.1.7 El volumen de una rebanada con area de seccién transversal A(z)y grueso
Az esigual a A(z)Az. El volumen total del cuerpo es f: A(z)dz.

NOTA HISTORICA

Bonaventura Cavalieri (1598-1647) fue discipulo de Galileo y profesor en Bolonia. Sus
investigaciones acerca del drea y volumen fueron bases importantes para el funda-
mento del cdlculo. Aunque estos métodos fueron criticados por sus contemporineos,
Arquimedes habia usado antes ideas similares, y mds adelante fueron tomadas por los
“padres” del calculo, Newton y Leibniz.

Ahora usamos el principio de Cavalieri para evaluar integrales dobles. Consi-
derar la regidn sélida bajo la grafica z = f(z, y) definida en la regién [a, b] x [c, d],
donde f es continua y mayor que cero. Hay dos funciones naturales para el area
de seccién transversal: una, obtenida usando planos cortantes perpendiculares
al eje = y la otra usando planos cortantes perpendiculares al eje y. La seccidén
transversal determinada por un plano cortante £ = zg, del primer tipo, es la
regién plana debajo de la grifica de z = f(2o,y) de y = ¢ a y = d (figura 5.1.8).
Cuando fijamos ¢ = o, tenemos la funcién y — f(zg,y) que es continua en
[¢, d]. El 4rea de la seccién transversal A(zq) es, por lo tanto, igual a la integral

d , . . -, . ..
I, f(zo,y)dy. Asi, la funcién A de area de seccién transversal tiene dominio

[a,0] y A:z — fcd f(z,y) dy. Por el principio de Cavalieri, el volumen V de la
regién debajo de z = f(z,y) debe ser igual a

Vz/abA(z:)dz.—./ab [[df(x,y)dy] dz.

La integral f:[ I 4 f(z,y) dy] dz se conoce como integral iterada, pues se obtiene
integrando respecto a y y después integrando el resultado respecto a z. Como
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Figura 5.1.8 Dos secciones transversales diferentes que barren el volumen bajo z =

f(z,v).

fR f(z,y) dA es igual al volumen V,

[senaa= | b [ / “fz) dy] . )

Si invertimos los papeles de £ y y en el estudio anterior y usamos planos
cortantes perpendiculares al eje y, obtenemos

/Rf(r,y) dA = /Cd [/abf(z,y) dr] dy. (2

La expresién a la derecha de la férmula (2) es la integral iterada obtenida al
integrar respecto a ¢ y después integrando el resultado respecto a y.

Asi, si nuestro conocimiento intuitivo acerca del volumen es correcto, las
férmulas (1) y (2) deberan ser validas. De hecho, esto es cierto cuando se definen
de manera rigurosa los conceptos estudiados; ello se conoce como el teorema de
Fubini. En la siguiente seccién daremos una demostracién de este teorema.

Como se ilustra en los ejemplos siguientes, el concepto de integral iterada y las
ecuaciones (1) y (2) proporcionan un método poderoso para calcular la integral
doble de una funcién de dos variables.

EJEMPLO 3 Sea z = f(z,y) = 22 +y? y sea R = [-1,1] x [0,1]. Evaluar la
integral [p(z? + y?) dz dy.
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SOLUCION  Por la ecuacién (2),

/R(%?Hf)dﬂcdy=/01 [/_11(z2+y2)dz] dy.

Para hallar f_ll(x2 + y?) dz, tratamos y como constante e integramos respecto a
z. Como z — 23/3 + y’z es una antiderivada de z — z? + y2, podemos integrar
usando métodos de cilculo de una variable, y obtener
3 1
(z2+y2)d$= l:%-l—ny} =

r=-—1

1

+ 2y2.

wWin

-1

Después integramos y — % + 2y? respecto a y, de 0 a 1, para obtener

W A~

1
2 2 - 2 231 _
/0(3+2y )dy—[3y+ ¥ ly=0 =

Entonces el volumen del sdlido en la figura 5.1.3 es %. Para completar, evaluemos
Jr(®% + y*) dz dy usando la ecuacién (1) —esto es, integrando respecto a y y
después respecto a z—. Tenemos

/R(ac?+.zf)dacdly=/_l1 [/01(z2+y2)dy] dz.

Tratando z como constante en la integracién respecto a y, obtenemos

1 371 1
/($2+y2)dy= Py+ Ll =242
o 3 - 3
v=
Después evaluamos f_ll(:zc2 + 1) dz para obtener
1 3 1
2 l) I A _4
/1(I+3 d’:_[3+3] 3
- r==1
lo que concuerda con la respuesta obtenida previamente. A

EJEMPLO 4 Calcular [, cos zsenydz dy, donde S es el cuadrado [0, 7/2] x [0, 7/2]
(ver la figura 5.1.9).

SOLUCION  Por la ecuacién (2),

nf2 wf2 wf2 w/2
/coszsenydzdy:/ [/ coszsenydz] dy=/ seny[/ cos:z:dz} dy
s o 0 0 0

]2
= / senydy = 1. A
0
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z =cos xsiny

Figura 5.1.9 Volumen bajo z = coszseny y sobre el rectingulo [0, x/2] x [0, n/2].

En la siguiente seccién usaremos sumas de Riemann para definir rigurosamente
la integral doble para una amplia clase de funciones de dos variables, sin recurrir
al concepto de volumen. Aunque suprimiremos el requerimiento de que f(z,y) >
0, se seguirdn cumpliendo las ecuaciones (1) y (2). Por lo tanto, la integral iterada
proporcionara de nuevo la clave para calcular la integral doble. En la seccién 5.3
trataremos integrales dobles sobre regiones mas generales que rectangulos.

Finalmente, observamos que es comin eliminar los paréntesis cuadrados en las
integrales iteradas, como en las ecuaciones (1) y (2) anteriores, y escribir

b pd b pd .
[ [tenass=[| [ sena) éo
d b d T rb -
/ / F(z,y) do dy = / / F(@,4) ds| dy.

EJERCICIOS

1. Evaluar las siguientes integrales iteradas:
() f;l g(z"y+y2)dydz @ j;r/z él(ycosx +2)dydz
(c) ﬁ) j;) (zye=t¥)dy dz (d) f_ol fl (—zlogy)dydx
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|:2] Evaluar las integrales del ejercicio 1 integrando respecto a = y después respecto a
y. (La solucién sélo a la parte (b) estd en la Guia de estudio de este libro.)

L_:_S_:' Usar el principio de Cavalieri para mostrar que los volimenes de dos cilindros con
la misma base y altura son iguales (ver la figura 5.1.10).

N~ T

Figura 5.1.10 Dos cilindros con la misma base y altura tienen el mismo volumen.

4. Usando el principio de Cavalieri, calcular el volumen de la estructura mostrada en
la figura 5.1.11; cada seccién transversal es un rectingulo de longitud 5 y ancho 3.

Figura 5.1.11 Calcular este volumen.

IE’ Un leitador corta una pieza con forma de cuiia de un arbol cilindrico de radio r,
mediante dos cortes de sierra hacia el centro del arbol, uno horizontal y otro a un
angulo 6. Calcular el volumen de la cufia C usando el principio de Cavalieri. (Ver la
figura 5.1.12.)
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Figura 5.1.12 Hallar el volumen de C.

6. (a) Demostrar informalmente que el volumen del sdlido de revolucién mostrado
en la figura 5.1.13 es

x / P ds.

(b} Mostrar que el volumen de la regién obtenida al girar la regién bajo la grifica
de la pardbola y = —z? 4+ 22 4+ 3, —1 < z < 3 alrededor del eje z es 5127/15 (ver la

figura 5.1.14).

Figura 5.1.13 Este sélido de revolucidén tiene volumen = f:[ f(z))? dz.
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=—x24+2x+3

Figura5.1.14 Girando la regién entre la grifica de y = —z? 422 +3 y el eje z, alrededor
del eje z.

Evaluar las integrales dobles en los ejercicios 7 al 9, donde R es el rectdngulo [0, 2] x
[_1: 0]~

7. [o(z*% +2)dydz

[ (18] cos Lxz) dy dz

9. fR(—zez sen 37y)dy dx

Hallar el volumen acotado por la grifica de f(z,y) = 1 + 2z + 3y, el rectingulo
[1,2] % [0,1] y los cuatro lados verticales del rectingulo R, como en la figura 5.1.1.

11. Repetir el ejercicio 10 para la superficie f(z,y) = z* + 4 y el rectangulo [-1,1] x
[-3,-2].

5.2 INTEGRAL DOBLE SOBRE UN RECTANGULO

Estamos preparados para dar una definicion rigurosa de la integral doble como
limite de una sucesién de sumas. Esto se usard después para definir el volumen
de la regién debajo de la grafica de una funcién f(z,y). No requeriremos que
f(z,y) > 0; pero si f(z,y) toma valores negativos, interpretaremos la integral
como un volumen con signo, asi como para el area bajo la grifica de una funcién
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de una variable. Ademds, estudiaremos algunas propiedades algebraicas de la
integral doble y probaremos el teorema de Fubini, que asegura que la integral
doble se puede calcular como integral iterada. Para comenzar, establezcamos Ja
notacién para particiones y sumas.

Considerar un rectangulo R C R?, que es el producto cartesiano R = [a,b] x
[c,d]. Por una particién regular de R de orden n, entenderemos dos colecciones
ordenadas de n + 1 puntos igualmente espaciados {z;}7-0 ¥ {¥k}i=0; esto es,
puntos que satisfacen

6=20< 21 < < ZTpn=>b, c=yo <y <---<Yn=d
b—a d—c
Tijit1 —T; = ) Ykt+1 — Yk =

n
(ver la figura 5.2.1).

y
.Y,
1
f
f
d= Vs
Ys
Ye
B4
C =Y
NE—— - X
a=x X1 X5 X3 xi=b

Figura5.2.1 Particidn regular de un rectingulo R, con n = 4.

Sea R;y el rectangulo [z, ;1] X [Yx, Yr41], ¥ sea ¢;p cualquier punto en Rjp .
Suponer que f: R — R es una funcién acotada con valores reales. Formar la
suma

n—1 n-—-1
Sn= Y flem)drhy =Y fles)AA, (1)
Jik=0 5, k=0
donde b d
—-—a —C
Arx =zj4 —x; = - Ay = yr41 — gk = g
y
AA = AzAy.

Esta suma esta tomada sobre todo j y k de 0 a n — 1, de modo que hay n?
términos. Una suma de este tipo se llama suma de Riemann para f.
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DEFINICION Si la sucesién {S,} converge a un limite S cuando n — oo y el
limite S es el mismo para cualquier seleccién de puntos c;x en los rectangulos
Rjx, entonces decimos que f es integrable sobre R y escribimos

/f, /f(z,y)dA /f 2,9) dz dy, //f(zy)dz‘dy o / f(z9) do dy.

para el limite S.

Asi, podemos reescribir la integrabilidad de la siguiente manera:

llmlte Z f(c,k)A:cAy—/f

3,k=0

para cualquier seleccion de ¢;r € Rji.

La demostracién del siguiente teorema bésico no es dificil, pero como requiere
de ciertos aspectos técnicos que no son esenciales para el desarrollo del libro, se
presenta en la seccién 5.5.*

TEOREMA 1 Cualquier funcion continua definida en un rectingulo R es inte-
grable.

Si f(z,y) > 0, la existencia de limite S, tiene un significado geométrico di-
=00

recto. Considerar la grafica de z = f(z,y) como la tapa de un sdlido cuya base
es el rectdngulo R. Si tomamos cada cj; como un punto donde f(z,y) tiene su
valor minimo! en Rjx, entonces f(c;i) Az Ay representa el volumen de una caja
rectangular con base R;r. La suma Z?;io f(cjx) Az Ay es igual al volumen
de un sélido inscrito, parte del cual se muestra en la figura 5.2.2. De manera
analoga, si c, % es un punto donde f(z,y) tiene su maximo en Rji, entonces la
suma 3 77 ', f(cjx) Az Ay es igual al volumen de un sélido circunscrito (ver
la figura 5 2.3). Por lo tanto, si existe hmlt;e Sn y es independiente de cjx € Rji,

se sigue que los volimenes de los sélidos i mscnto y circunscrito tienden al mismo
limite cuando n — oo. Es entonces razonable llamar a este limite el volumen
exacto del sdlido bajo la grifica de f. Asi, el método de las sumas de Riemann es
consistente con los conceptos introducidos como base intuitiva en la seccién 5.1.

También hay un teorema que garantiza la existencia de la integral de ciertas
funciones discontinuas. Necesitaremos este resultado en la siguiente seccién para
estudiar la integral de funciones sobre regiones mas generales que rectangulos.
Nos interesaremos en especial por funciones cuyas discontinuidades estén en cur-
vas en el plano zy. En la figura 5.2.4 se muestran dos funciones definidas en un

*Para detalles técnicos adicionales acerca de la teoria de la integracién, ver J. Marsden, Ele-
mentary Classical Analysis, Freeman, Nueva York, 1974,

Dicha c;x existe debido a la continuidad de f en R, pero no lo probaremos.



5.2 INTEQGRAL DOBLE SOBRE UN RECTANGULO _ 317

z

Figura 5.2.2 La suma de cajas inscritas aproxima el volumen debajo de la grifica de

z = f(z,y).

e

X
Figura 5.2.3 El volumen de cajas circunscritas también aproxima el volumen debajo de

z = f(z,9).

rectangulo R, cuyas discontinuidades estan situadas en curvas. En otras pala-
bras, f es continua en cada punto que esté en R pero no sobre la curva. Curvas
ttiles son las gréficas de funciones y = ¢(z), e <z <b,oz =¢(y),c <y <d, o0
uniones finitas de dichas graficas. Se muestran algunos ejemplos en la figura 5.2.5.
El siguiente teorema proporciona un criterio importante para determinar si una
funcién es integrable. La demostracidn se estudia en la seccién 5.5.
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- N

e, corte en la
: superficie

| 1 . ‘_v z = flx,y)
! superficie “rota” E

- 2= f(x )

e Iy

conjunto de discontinuidades de f conjunto de discontinuidades de f

Figura 5.2.4 Cémo podrian verse las grificas de funciones discontinuas de dos variables.

y y
A FS
V= d,(x) h———
x =y,
x =y

|

I |
o | t——
;r e —t > X
i !

Figura 5.2.5 Curvas en el plano representadas como grificas.

TEOREMA 2 Sea f: R — R una funcién acotada con valores reales, definida en
el rectangulo R, y suponer que el conjunto de puntos donde f es discontinua esta
formado por una unidn finita de gréificas de funciones continuas. Entonces f es
integrable sobre R.

Recordar que una funcidén esta acotada si existe un nimero M > 0 tal que
—M < f(z,y) < M para todo (z,y) en el dominio de f. Una funcién continua en
un rectangulo cerrado siempre estd acotada, pero, por ejemplo, f(z,y) = 1/x
en (0,1] x [0,1] no estd acotada, pues 1/z se vuelve arbitrariamente grande para
z cerca de 0.

Usando el teorema 2 y las observaciones que lo preceden, vemos que las fun-
ciones esbozadas en la figura 5.2.4 son integrables sobre R, pues estas funciones
estan acotadas y son continuas, excepto en graficas de funciones continuas.
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Figura 5.2.6 Gréfica de una funcién discontinua y dos cajas circunscritas.

Geométricamente, el teorema 2 implica que si una funcién no negativa f no es
“demasiado mal portada”, entonces los volimenes de los s6lidos circunscritos e
inscritos aproximaran el “verdadero” volumen bajo su gréfica (ver la figura 5.2.6).

De la definicién de integral como limite de sumas y los teoremas de limites,
podemos deducir algunas propiedades fundamentales de la integral [, r f(2,y)dA;
estas propiedades son esencialmente las mismas que para la integral de una
funcién con valores reales, de una variable.

Sean f y g funciones integrables en el rectangulo R, y sea ¢ una constante.
Entonces f + g y ¢f son integrables, y

(i) (Linealidad)
Juen+amia= [ sendat [ denaa
R R R
(i1} (Homogeneidad)
/cf(z,y)dA: c/ f(z,y) dA.
R R
(i1i) (Monotonia) Si f(z,y) > g(z,y), entonces
s niaz [ e nia

(iv) (Aditividad) Si R;, i = 1,..., m, son rectangulos ajenos entre si, tales que
f es integra<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>