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Por las dudas...

Figure: S es convexo pero M no.
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Experimento con dos resultados posibles

{x,v}

0<pxpy <1
Px + Dy = 1

Py

(0,1)

(1,0) P«

Figure: Convexo de probabilidades para dos resultados posibles.
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Experimento con dos resultados posibles

{x,v}

0<pxpy <1

px=1-—py

{x,y}

AN
{x}\ /{y}
g
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Estados distintos
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Estados distintos

(0,1)

(1,0)  Px
Figure: Estados son de la forma (py, p,) = p«(1,0) + py(0,1).
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(1,0)  Px
Figure: Estados son de la forma (py, p,) = p«(1,0) + py(0,1).
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Estados distintos

(0,1)
(L2 142)

(1,0)  Px
Figure: Estados son de la forma (py, p,) = p«(1,0) + py(0,1).
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Estados distintos

(1,0)
Figure: Estados son de la forma (py, p,) = p«(1,0) + py(0,1).

VI LoCIC Universidad de B s Aires - 6/9/201
Federico Holik Medidas entrépicas y MaxEnt en modelos probabi © fversicac €e Buenos Alres ? 60



Experimento con tres resultados posibles

{x,y. 2}

0< Pxs Py, Pz < 1

Pxt+pyt+p.=1

Fionre: Convexa de nrohahilidades nara tres resiltadesnasihl @8Buenos Aires - 697201
0
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Caras

Figure: Las distintas caras del convexo.
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Caras

Figure: Las distintas caras del convexo.
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Caras

(1.0.0)

hC

Figure: Las distintas caras del convexo.
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Las 4lgebras son las mismas

Eventos Caras
/{X’TZ}\ / |\
{x,y} {X,Z} {Y:'z} FZS

{x} {y} {z) M
~— N

Figure: El algebra de Boole de los eventos es la misma que la de las caras.
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Convexo de estados cuanticos
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Convexo de estados cuanticos

T {r>0)

Figure: Representacion geométrica del convexo de estados.
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Convexo de estados cuanticos

Figure: Representacion geométrica del convexo de estados.
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Convexo de estados cuanticos

Qe

—{t:(p) =1}
T {r20}

Figure: Representacion geométrica del convexo de estados.
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Convexo de estados cuanticos

Figure: Representacion geométrica del convexo de estados.
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Definiciones

Estados separables

® Psep =D ;i )\Up, ® pj ) (tales que > Aj =1y X; > 0)
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Definiciones

Estados separables

® Psep =D ;i )\Upl ® pJ ) (tales que N =1y X >0)
o S(H) :={p € C| p es separable}
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Definiciones

Estados separables

® Psep =D ;i )\Up, ® pj ) (tales que N =1y X >0)
o S(H) :={p € C| p es separable}
@ E(H):=C\S(H)

Entrelazamiento

Los estados que no son separables se dicen entrelazados.
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Representacion geométrica

Entangled states

Separable states

Cone of positive———
Hermitian matrices

Figure: Representacion geométrica de C.
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Partial Boolean algebras

Partial Boolean algebras

@ An orthomodular lattice £ can be described as a pasting of Boolean

algebras:
L=\/B
BeB
(where 8 is the set of maximal Boolean algebras of £).
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Partial Boolean algebras

Partial Boolean algebras
@ An orthomodular lattice £ can be described as a pasting of Boolean

algebras:
L=\/B
BeB
(where 8 is the set of maximal Boolean algebras of £).

@ A state s of £ defines a classical probability on each classical Boolean
subalgebra 5. In other words: sp(...) := s|B(...) is a Kolmogorovian
measure over 5.

g q m L .VILoCIC Universidad de Buenos Aires - 6/?/2()1
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2 elements

Figure: Diagrama de Hasse de 3,

{1,2}
7N
{1} {2}
\@/

B>
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Qbit
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Examples: Q-trit

Qtrit
o P(C) =
P({a,b,c}) = {0,{a}, {b},{c}, {a,b},{a,c},{b,c} {a,b,c}}
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Examples: Q-trit

Qtrit
e P(C?) =
P({a,b,c}) = {0,{a},{b},{c},{a,b},{a,c},{b,c},{a,b,c}}

e Given |¢1), |p2) and |p3) =

{Oa P17P27P37 P127P13aP237 I(CX}

P; = |pi) (il (= 1,2,3) and Py == |@i){@i| + @) (5] G,) = 1,2,3).
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Boolean subalgebras of a qutrit:

Figure: Maximal Boolean Subalgebras in C*

{1,2,3} 1cs
TN /TN
{273}{173}{172} Py Pz Pp
{1y {2} {3} PP, P
AN AN
0 0
B3 B3

q = . P .VILoCIC Universidad de Buenos Aires - 6/?62()1
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Axiomas de Kolmogorov

Medidas de probabilidad

0% = [0,1] (1)
tales que:
1 u(@) =0

2 wA9) =1—p(A)
3 Para cualquier familia numerable de conjuntos disjuntos de a pares

{Ai}ier
M(UAi) = ZM(Ai)
icl i
Caso clasico
o:T — [0;1], tal que [ o(p,q)d’pdq = 1.
(F) = [ F(p,q)o(p,q)d’pd’q ]

[F. Holik, A. Plastino and M. Sdenz, Annals Of Physics, Volume 340, Issue 1,

202 210 /.f)n 1 A ANl . S . VI LoCIC Universidad de Buenos Aires - 6/?/201
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Probabilidad cuantica (regla Born)

Medidas de probabilidad
s Loy — [051] 2)
tal que:

1 5(0) = 0 (0 es el subespacio nulo).
2 s(P+)=1-s(P)

3 Para cualquier familia numerable de proyectores ortogonales de a pares

P, S(Ejpj) = Zj s(P;)

Teorema (Gleason)

s,(P) = tr(pP) 3)
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Probabilidad cuantica (regla Born)

Medidas de probabilidad
s Loy — [051] )
tal que:

1 5(0) = 0 (0 es el subespacio nulo).
2 s(P+)=1-s(P)

3 Para cualquier familia numerable de proyectores ortogonales de a pares

Py, s(22; Pj) = 22;5(Pj)

Teorema (Gleason)

El teorema de Gleason garantiza que existe un operador densidad para cada
una de estas medidas (para dim(H) > 3).
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Probabilidad cuantica (regla Born)

Medidas de probabilidad

s Loy — [051] 2
tal que:

1 5(0) = 0 (0 es el subespacio nulo).
2 s(P+)=1-s(P)

3 Para cualquier familia numerable de proyectores ortogonales de a pares

Py, s(22; Pj) = 22;5(Pj)

Caso clésico

o:T'— [0;1]

tal que [.. o (p, q)d°pd®q = 1. Probabilidad de un evento X:
p(X CT) = [yo(p,q)d’pd’q.
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Pero la historia sigue...

@ En una serie de articulos Murray y von Neumann buscaron dlgebras mas
generales que B(H).
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Pero la historia sigue...

@ En una serie de articulos Murray y von Neumann buscaron dlgebras mas
generales que B(H).

@ Hoy se conocen como 4dlgebras de von Neumann, y se pueden
descomponer en factores del Tipo I, Tipo II y Tipo III.
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Pero la historia sigue...

@ En una serie de articulos Murray y von Neumann buscaron dlgebras mas
generales que B(H).

@ Hoy se conocen como 4dlgebras de von Neumann, y se pueden
descomponer en factores del Tipo I, Tipo II y Tipo III.

o La mecénica cudntica standard (no relativista) se puede describir con los
Factores de Tipo L.
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Pero la historia sigue...

@ En una serie de articulos Murray y von Neumann buscaron dlgebras mas
generales que B(H).

@ Hoy se conocen como 4dlgebras de von Neumann, y se pueden
descomponer en factores del Tipo I, Tipo II y Tipo III.

o La mecénica cudntica standard (no relativista) se puede describir con los
Factores de Tipo L.

@ Pero cuando el nimero de grados de libertad se hace infinito, pueden
aparecer factores del tipo I y III.
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En general

Entonces, los estados de teorias probabilisticas generales, se pueden escribir
como medidas:

Sea L un reticulo ortomodular. Luego, definimos:

s: L —[0;1],
tal que:

5(0) =0. “4)

s(EY) =1 — s(E),

y para toda familia numerable y ortogonal de proyectores E;:

sOE) =) s(E).
J J
donde L es un reticulo ortomodular general (con £ = Xy £ = P(H) para los

casos Kolmogoroviano y cuéntico, respectivamente).
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Outline

© Modelos operacionales convexos
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Modelos generales

Figure: Un modelo arbitrario va a estar representado por un conjunto convexo. Cada
punto del convexo representa una distribucién de probabilidad (generalizada).
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iNo todo modelo es un politopo!

Figure: No todo modelo va a ser un politopo. En particular, el convexo de estados
cudnticos no es un politopo.
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Caras y puntos extremos
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Caras y puntos extremos

Figure: Caras y puntos extremos de un conjunto convexo.
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Caras y puntos extremos

Figure: Caras y puntos extremos de un conjunto convexo.
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Caras y puntos extremos

Figure: Caras y puntos extremos de un conjunto convexo.
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Tres modelos importantes

1)

Figure: (a) Bit, (b) gbit y (c) gbit.

o F = = = ©ax
VI LoCIC Universidad de B s Aires - 6/9/201
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En general...

Supongamos que tenemos una teoria estadistica cuyo espacio de estados es
representado por un conjunto de estados {2.

Propiedades de (2

@ No se pierde generalidad si se postula que {2 es convexo.
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En general...

Supongamos que tenemos una teoria estadistica cuyo espacio de estados es
representado por un conjunto de estados {2.

Propiedades de (2
@ No se pierde generalidad si se postula que {2 es convexo.
@ Sea V() el cono positivo definido por 2 (V4. (2) C V(Q2)).
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En general...

Supongamos que tenemos una teoria estadistica cuyo espacio de estados es
representado por un conjunto de estados {2.
Propiedades de (2

@ No se pierde generalidad si se postula que {2 es convexo.

@ Sea V() el cono positivo definido por Q (V. (Q2) C V(Q2)).

@ uq(a) = 1 paratodo a € 2 (es la generalizacion de la traza).
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En general...

Supongamos que tenemos una teoria estadistica cuyo espacio de estados es
representado por un conjunto de estados {2.
Propiedades de (2

@ No se pierde generalidad si se postula que {2 es convexo.

@ Sea V() el cono positivo definido por Q (V. (Q2) C V(Q2)).

@ uqg(a) = 1 para todo a € € (es la generalizacion de la traza).

@ Tenemos un triplete (V, V*, uq).
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En general...

Supongamos que tenemos una teoria estadistica cuyo espacio de estados es
representado por un conjunto de estados {2.

Propiedades de (2
@ No se pierde generalidad si se postula que {2 es convexo.
@ Sea V() el cono positivo definido por 2 (V4. (2) C V(Q2)).
@ uq(a) = 1 paratodo a € 2 (es la generalizacion de la traza).

@ Tenemos un triplete (V, V*, uq).

Teoria clasica

Lo que caracteriza a una teoria como clésica es que cada estado no puro tiene
una unica descomposicion convexa en estados puros, mientras que esto ya no
es cierto en el caso cudntico.
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Probabilidades

Probabilidad de un efecto

Paracadaa € Qya € V(Q)*, a(a) € [0, 1] define la probabilidad de
observar el efecto representado por a dado el estado a.

[Barnum, J. Barrett, M. Leifer and A. Wilce, Physical Review Letters, 99
240501 (2007)]

[F. Holik, C. Massri and A. Plastino, SOP Transactions on Theoretical
Physics, Volume 1, Number 2, pp.138-153, (2014)]
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Probabilidades

Probabilidad de un efecto

Paracadaa € Qya € V(Q)*, a(a) € [0, 1] define la probabilidad de
observar el efecto representado por a dado el estado a.

Observacion

De este modo, podemos representar teorias estadisticas muy generales, donde
la informacidn de la teoria estd contenida en la geometria del convexo (y sus
funcionales).

[Barnum, J. Barrett, M. Leifer and A. Wilce, Physical Review Letters, 99
240501 (2007)]

[F. Holik, C. Massri and A. Plastino, SOP Transactions on Theoretical
Physics, Volume 1, Number 2, pp.138-153, (2014)]
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Los efectos definen funcionales lineales y positivas.
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Los efectos definen funcionales lineales y positivas.

V(Q)
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Los efectos definen funcionales lineales y positivas.

) v(©)*
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Los efectos definen funcionales lineales y positivas.

M2 v(©)*

a(o) ?
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Los efectos definen funcionales lineales y positivas.

|]R
a(w)”~ 3.

Figure: a(w) € [0, 1].

V(Q)
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Los efectos definen funcionales lineales y positivas.

V(@) "

u(o)

Figure: u(w) =1 (Vw).

VI LoCIC Universidad de B s Aires - 6/9/201
Federico Holik Medidas entrépicas y MaxEnt en modelos probabi © fversicac €e Buenos Alres ? 60



Alice y Bob comparten cosas...

Plablxy)

Figure: Alice y Bob miden observables X e Y.

=] =y = = = DA
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Funciones de probabilidad

La fisica de las correlaciones serd descripta por:

P(a,b|x,y) (5)
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Funciones de probabilidad

La fisica de las correlaciones serd descripta por:
P(a,blx,y) )

Figura geométrica: un politopo
Estas probabilidades se pueden ver como un punto en un espacio

n-dimensional (en este caso, 16 dimensiones, todas las posibles
combinaciones de a, b,x,y = 0,1).
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Normalizacion

Todas las posibles correlaciones definen un politopo, la interseccién de el
hipercubo definido por las desigualdades lineales

0 < P(a,blx,y) <1 (6)

y los hiperplanos que se corresponden con la normalizacién

ZP(a,b\x,y) =1 (7)
a,b
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Condicion no signal

No hay accién instantanea:

S Plablxy) = 3 Plablxy) Wy (82)
b b

> Pla,blx,y) = P(a,blx,y) Vy,y (8b)
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Condicion no signal

No hay accién instantanea:
> Pla,blx,y) = D Plablx,y') Yy, (82)
b b

> Pla,blx,y) = P(a,blx,y) Vy,y (8b)

No-signal

Estas condiciones definen hiperplanos; la interseccion de estos hiperplanos

con el politopo de todas las correlaciones define una region que es el politopo
no-signal.
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Representacion geométrica

Desigualdad de Bell

Figure: Politopo local en su representacién geométrica.
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politopo local # politopo no-signal

3 .C}'asPR

4 pe=mmmmmmmmmmemmmmamea e Cota de Tsirelson
17—
Punto local
b1 T —— i
maximalmente
mezclado

4 22 -2 '2264

IS,

Figure: Distintos puntos de las desigualdades de Bell.
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Medidas entropicas en fisica y teoria de la informacion

@ La nocioén de entropia juega un rol muy importante en la fisica.

Figure: Usuarios notables de medidas entrépicas.
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Medidas entropicas en fisica y teoria de la informacion

@ La nocioén de entropia juega un rol muy importante en la fisica.

@ Pero también es muy importante en la teoria de la informacion...

Figure: Usuarios notables de medidas entrépicas.
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Anécdota

Shannon dixit:
My greatest concern was what to call it. I thought of calling it an
“information”, but the word was overly used, so I decided to call it
an “uncertainty”. When I discussed it with John von Neumann, he
had a better idea. Von Neumann told me, “You should call it
entropy, for two reasons. In the first place your uncertainty function
has been used in statistical mechanics under that name, so it
already has a name. In the second place, and more important,
nobody knows what entropy really is, so in a debate you will always
have an advantage”.

[M. Tribus and E. C. Mcirvine. Energy and Information, Sci. Am., 225
(3):179-188, (1971)]
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Medidas de Informacion

o La relacion entre la teoria de la informacién y la fisica ha dado lugar a
desarrollos interesantes.
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Medidas de Informacion

o La relacion entre la teoria de la informacién y la fisica ha dado lugar a
desarrollos interesantes.

@ Uno de los ejemplos mds importantes es el de la Teoria de la informacion
cuéntica.
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Medidas de Informacion

o La relacion entre la teoria de la informacién y la fisica ha dado lugar a
desarrollos interesantes.

@ Uno de los ejemplos mds importantes es el de la Teoria de la informacion
cuéntica.

@ En esta conexidn las medidas de informacion juegan un rol clave.
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Tabla de ejemplos

Nombre Funcional Entrépica Entropia
Shannon h(x) =x, ¢(x) = —xlnx H(p) =—> ,;pilnp;

Rényi h(x) = ]ln_()27 o(x) = x* Ra(p) = =5 In (3_; ")

Tsallis h(x) ==L gx)=x* | Talp) = 2= (Xip2 — 1)
Unificada | h(x) = ¢55. o) = | Ep) = etz (Zopf)* 1]

. . k+1_ —k+1 _
Kaniadakis h(x) =x, ¢(x) = X Se(p) = -3, pit—p P,
Table: Algunos casos conocidos.
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Entropias (h, ¢) clasicas

Definition

Sea p = [p1 - pn]' € [0, 1]V un vector de probabilidad de dimensién N (con
Zﬁvzl pi = 1). Las entropias (h, ¢) se definen como:

N
Hpg)(p) = h <Z ¢(pi)> : )
i=1

donde las funcionales entropicas 4 : R — Ry ¢ : [0, 1] — R son tales que o
(i) h es creciente y ¢ es concava, o (ii) & es decreciente y ¢ es convexa. En
ambos casos, nos restringimos a ¢ estrictamente concava/convexa y h
estrictamente mondtona, junto con ¢(0) =0y h(4(1)) = 1.
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Observaciones importantes

@ Los estados de las teorias probabilisticas clasicas se pueden describir con

los axiomas de Kolmogorov.
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Observaciones importantes

@ Los estados de las teorias probabilisticas clasicas se pueden describir con
los axiomas de Kolmogorov.

@ Desde este punto de vista, los observables variables aleatorias.
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Observaciones importantes

@ Los estados de las teorias probabilisticas clasicas se pueden describir con
los axiomas de Kolmogorov.

@ Desde este punto de vista, los observables variables aleatorias.

@ Notar que la formulacion axiomatica de la teoria de la informacién
clasica descansa (desde un punto de vista 16gico) en las nociones de
probabilidad y variable aleatoria.
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(Por qué buscar versiones cudnticas de las entropias?

@ Teorema de Schumacher [B. Schumacher. Phys Rev A,
(1995);51(4):2738-2747].
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(Por qué buscar versiones cudnticas de las entropias?

@ Teorema de Schumacher [B. Schumacher. Phys Rev A,
(1995);51(4):2738-2747].

@ Principio de Maxima Entropia (E.T. Jaynes).
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(Por qué buscar versiones cudnticas de las entropias?

@ Teorema de Schumacher [B. Schumacher. Phys Rev A,
(1995);51(4):2738-2747].

@ Principio de Maxima Entropia (E.T. Jaynes).

@ Relaciones de incerteza entrépicas [G. Bosyk, M. Portesi, F. Holik and
A. Plastino. Phys. Scr. 87 (2013) 065002].

VI LoCIC Universidad de B s Aires - 6/9/201
Federico Holik Medidas entrépicas y MaxEnt en modelos probabi © fversicac €e Buenos Alres ? 60



(Por qué buscar versiones cudnticas de las entropias?

@ En el problema de compresion de datos con penalizacién aparecen las

entropias de Rényi [L. Campbell. Information and Control 8, 423-429
(1965)].

[G. Bellomo, G. Bosyk, F. Holik and S. Zozor: “Lossless quantum data
compression with exponential penalization: an operational interpretation of
the quantum Rényi entropy”, Scientific Reports, T, 14765 (2017)]
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(Por qué buscar versiones cudnticas de las entropias?

@ En el problema de compresion de datos con penalizacién aparecen las
entropias de Rényi [L. Campbell. Information and Control 8, 423-429
(1965)].

@ Se puede dar una formulacién cudntica del mismo problema: la entropia

de Rényi cudntica aparece en el problema de la compresién de datos con
penalizacién exponencial.

[G. Bellomo, G. Bosyk, F. Holik and S. Zozor: “Lossless quantum data
compression with exponential penalization: an operational interpretation of
the quantum Rényi entropy”, Scientific Reports, T, 14765 (2017)]
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Entropias de Salicru cuanticas

Definition

Consideremos un sistema cuéntico descripto por un operador densidad p que
actiia en un espacio de Hilbert N-dimensional Hilbert space H", que es
Hermitico, positivo, y de Tr p = 1. Definimos a las entropias (4, ¢) cudnticas
como

Hy,.0)(p) = h (Tt 6(p)), (10)

donde las funcionales entrdpicas h: R+— R y ¢:[0,1] — R son tales que:
() h es estrictamente creciente y ¢ es estrictamente concava, o (ii) z es
estrictamente decreciente y ¢ es estrictamente convexa. Adicionalmente,

pedimos que ¢(0) =0y h(¢(1)) =0.

[G. M. Bosyk, S. Zozor, F. Holik, M. Portesi and P. W. Lamberti. “A family of
generalized quantum entropies: definition and properties”, Quantum
Information Processing, 15: 8, 3393-3420, (2016)]
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Relacién con las (h, ¢) cléasicas

Consideremos un operador densidad p = Efv: | i |ei)(ei| con autovalores
Ai > 0. Entonces, las (h, ¢) cuanticas cumplen:

Hj,.4)(p) = Hypp)(N)

donde A es el vector de probabilidad formado por los autovalores de p.
Las entropias de von Neumann, las versiones cudnticas de Rényi, Tsallis,
unificadas y de Kaniadakis son casos particulares de nuestra definicién de
entropias (h, ¢).
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Concavidad de Schur

Las entropias (h, ¢) cudnticas tienen la propiedad de la concavidad de Schur:
Sean py p’ dos operadores densidad actuando en HY y HV / respectivamente,
y tales que p < p'. Luego,

H,.0)(p) > Hy, ) (0),

La igualdad se cumple si y sélo si p' = UpU', 0 p = Up/U", para un
operador isométrico U (isométrico := UTU = I). Reciprocamente, si la
ecuacidn de arriba se satisface para cualquier par de funcionales entrépicas,
entonces p < p'.
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Algunas propiedades de las (4, ¢) cudnticas

Las entropias (&, ¢) cudnticas estan acotadas (por arriba y por abajo):

1 1
0 < Hpg(p) < h (rankp¢ <rankp>> <h <N¢> <N>> (11)

La cota inferior se alcanza s6lo para estados puros, mientras que las cotas
superiores se alcanzan para operadores densidad de la forma
p=1 Zf‘il |ei) (e;| para un conjunto ortogonal {|e;) },.
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Propiedades de las (%, ¢) cuanticas

@ Las entropias (h, ¢) cldsicas y sus versiones cudnticas no son concavas
en general. Es posible establecer condiciones suficientes en la funcional
entrépica h para asegurar la propiedad de concavidad de las entropias
(h, ¢) cuénticas.
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Propiedades de las (%, ¢) cuanticas

@ Las entropias (h, ¢) cldsicas y sus versiones cudnticas no son concavas
en general. Es posible establecer condiciones suficientes en la funcional
entrépica h para asegurar la propiedad de concavidad de las entropias
(h, ¢) cuénticas.

@ Cuando la funcional entrépica h es concava, H;, 4) es concava, es decir,
paratodo 0 < w < 1,

H, ) (wp+ (1 —w)p') > wH, 5)(p) + (1 —w) H, 4)(0).
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Observaciones

o La entropia cudntica de un operador densidad iguala a la entropia cldsica
correspondiente evaluada en el vector de probabilidad fomado por sus
autovalores.
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Observaciones

o La entropia cudntica de un operador densidad iguala a la entropia cldsica
correspondiente evaluada en el vector de probabilidad fomado por sus
autovalores.

@ Esto ya no se cumple cuando se utiliza el vector de probabilidad
asociado a una descomposicién convexa no diagonal (con estados puros
que no forman una base ortogonal).
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Otras propiedades

Las entropias (h, ¢) de una mezcla estadistica arbitraria de estados puros estd
acotada por arriba por la entropia (A, ¢) cldsica del vector de probabilidad
formado por los pesos de la mezcla:

Sea p = S"M pilibi) (1] un mezcla estadistica arbitraria de estados puros
|vi) (1], conp; > 0y Z?ilpi = 1. Luego, las entropias qudnticas (h, ¢)
estin acotadas por arriba por:

Hn,0)(p) < Hing) (), (12)

donde p = [p1 --- pm]|".
Esta proposicion es una generalizacién natural de una propiedad bien
conocida de la entropia de von Neumann.
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Propiedad importante

Sea {|ex) }2_, una base ortonormal arbitraria de H" y, para un dado operador
densidad p actuando en H", sea p£(p) el vector de probabilidad con entradas
PE(p) = (ex|plex), esto es, los elementos diagonales de p con respecto a esa
base. Entonces:

Hy; ) (p) < H ) (0" (p))- (13)
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Invariancia ante isometrias

Las entropias (&, ¢) cudnticas son invariantes ante cualquiertransformacién
isométrica p — UpUT donde U es un operador isométrico:

Hy, 5 (UpU') = Hy, 4)(p). (14)

VI LoCIC Universidad de B s Aires - 6/9/201
Federico Holik Medidas entrépicas y MaxEnt en modelos probabi © fversicac €e Buenos Alres ? 60



Operaciones cuanticas

Consideremos operaciones cudnticas generales representadas por mapas
completamente positivos y que preservan traza £, expresados en la forma de
Kraus (p) = Y5, AkpA}: (donde {A;iAk} satisfacen la relacion de
completitud Zszl A;iAk =1).

Sea £ un mapa biestocdstico. Luego, la operacion cudntica p — E(p) sélo
puede degradar la informacion (es decir, incrementar las entropias (h, ¢)):

Hs0)(p) < Hpp)(E(p)) (15)

con igualdad si y solo si £(p) = UpU T para algtin operador unitario U.
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Propiedad importante

e La entropias (h, ¢) cudnticas son el minimo tomado de entre el conjunto
de medidas proyectivas de rango uno de la entropia (A, ¢) cldsica para
una dada medicién y operador densidad.
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Propiedad importante

e La entropias (h, ¢) cudnticas son el minimo tomado de entre el conjunto
de medidas proyectivas de rango uno de la entropia (A, ¢) cldsica para
una dada medicién y operador densidad.

@ En efecto, es posible demostrar que se puede extender la minimizacion al
conjunto de POVM’s de rango uno.
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Propiedad importante

e La entropias (h, ¢) cudnticas son el minimo tomado de entre el conjunto
de medidas proyectivas de rango uno de la entropia (A, ¢) cldsica para
una dada medicién y operador densidad.

@ En efecto, es posible demostrar que se puede extender la minimizacion al
conjunto de POVM’s de rango uno.

o Entonces, se puede dar la siguiente de definicidon. Sea E el conjunto de
POVM’s de rango uno.
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Propiedad importante

e La entropias (h, ¢) cudnticas son el minimo tomado de entre el conjunto
de medidas proyectivas de rango uno de la entropia (A, ¢) cldsica para
una dada medicién y operador densidad.

@ En efecto, es posible demostrar que se puede extender la minimizacion al
conjunto de POVM’s de rango uno.

o Entonces, se puede dar la siguiente de definicidon. Sea E el conjunto de
POVM’s de rango uno.

@ Entonces:
H4)(p) = min H,g) (P*(p))

, donde p%(p) es el vector de probilidades para el POVM E = {E}K_|,
dado operador densidad p (es decir, p£(p) = Tr(Exp)).
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Sistemas compuestos

Sea [1) un estado puro de un sistema compuesto AB 'y p* = Trg |¢) (1| y

pB = Tra ) (x| los operadores densidad de los subsistemas A y B
respectivamente. Entonces:

H, ) (0") = Hg) (%) (16)
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Criterio parcial

Sea pAB = Z%:] Wi P @ pB, conw, >0y Z%:] wpy = 1 un operador
densidad separable de un sistema compuesto AB, y sean p* = Trgpy

pB = Try p los operadores densidad correspondientes a los subsistemas.
Entonces:

H, ) (0*?) = max {H(, 4)(p"), Hp)(0%) } -
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Formulacién generalizada (una posibilidad)

Ahora nos restringimos a conjuntos de estados C (convexos, compactos y de
dimension finita). Para estos espacios cualquier elemento se puede escribir
como una combinacién convexa de estados puros (puntos extremos), COmo
ocurre en la mecdnica estadistica cldsica y la cuéntica. Es decir, existen
estados puros {v;}, tales que cualquier v se puede escribir como:

v= ZPM
i

Sin embargo, esta descomposicion, no va a ser Unica en general.
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Motivaciéon geométrica

(@)

\‘2

\‘1

Figure: Distintos modelos.
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Teorema de las mezclas de Schrodinger

Dados dos vectores de probabilidad p = {p;}ien ¥ ¢ = {gi}ien, decimos que
g es mayorizado por p (¢ < p) ssi Zle qi < Zle piparatodo k € Ny
diendi = D_ieNDi-

Ejemplos: (3, 5) < (0.7,0.3) = (1,0).

Se puede mostrar que el vector de probabilidades formado por los coeficientes
de cualquier descomposicion convexa en estados puros de un estado cudntico
es mayorizada por el vector de autovalores.

p = o siy sélo si el vector de autovvalores de p es mayorizado por el vector

de autovalores de o.
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Conjunto de vectores de probabilidad

Dado un modelo probabilistico descripto por un conjunto compacto y
convexo C, sea M,, el conjunto de vectores de probabilidad de todas las
posibles descomposiciones convexas de un estado v en términos de estados
puros (i.e., puntos extremos de C):

M, = {pv)={pi}|v= Zpivi for pure v;}
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Espectro generalizado

Definition

Dado un estado v, si el mayorante del conjunto M,, (ordenado parcialmente
por la relaén de mayorization) existe, se llama el espectro de v, y lo
denotamos por p(v).

La descompsicion espectral generalizada viene dada por:
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Reflexiones

@ Notar que nuestra definicién se reduce a la usual para teorias cldsicas y

para la mecénica cudntica.
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Reflexiones

@ Notar que nuestra definicién se reduce a la usual para teorias cldsicas y
para la mecénica cudntica.

@ Pero para una teoria arbitraria, p(v) podria no existir para algunos
estados.
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Reflexiones

@ Notar que nuestra definicién se reduce a la usual para teorias cldsicas y
para la mecénica cudntica.

@ Pero para una teoria arbitraria, p(v) podria no existir para algunos
estados.

@ Nuestra definicién nos permite introducir una nocién de mayorizacién
generalizada.
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Mayorizacion generalizada

Definition

Dados dos estados p y v, uno tiene que p es mayorizado por v, y lo
denotamos p < v, si 'y s6lo si:

p(p) <p(v)

donde p(u) y p(v) son los espectros correspondientes.

[M. Portesi, F. Holik, P.W. Lamberti, G.M. Bosyk, G. Bellomo y S. Zozor,
“Generalized entropies in quantum and classical statistical theories, European
Physical Journal-Special Topics, articulo en prensa, (2018).
arXiv:1802.08673v1 [quant-ph]]

[F. Holik, G. M. Bosyk and G. Bellomo, “Quantum Information as a
Non-Kolmogorovian Generalization of Shannon’s Theory”, Entropy (2015),
17 (11), 7349-7373.]
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Apartado: ;por qué es importante la mayorizacion?

o K. Korzekwa. “Structure of the thermodynamic arrow of time in
classical and quantum theories”, Phys. Rev. A 95, 052318, (2017).
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Apartado: ;por qué es importante la mayorizacion?

o K. Korzekwa. “Structure of the thermodynamic arrow of time in
classical and quantum theories”, Phys. Rev. A 95, 052318, (2017).

e H. Barnum, J. Barrett, M. Krumm and M. Miiller. “Entropy, majorization
and thermodynamics in general probabilistic theories”, in C. Heunen, P.
Selinger and J. Vicary: Proceedings of the 12th International Workshop
on Quantum Physics and Logic (QPL 2015), Oxford, U.K., July 15-17,
2015, Electronic Proceedings in Theoretical Computer Science 195, pp.
43-58.
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Apartado: ;por qué es importante la mayorizacion?

o K. Korzekwa. “Structure of the thermodynamic arrow of time in
classical and quantum theories”, Phys. Rev. A 95, 052318, (2017).

e H. Barnum, J. Barrett, M. Krumm and M. Miiller. “Entropy, majorization
and thermodynamics in general probabilistic theories”, in C. Heunen, P.
Selinger and J. Vicary: Proceedings of the 12th International Workshop
on Quantum Physics and Logic (QPL 2015), Oxford, U.K., July 15-17,
2015, Electronic Proceedings in Theoretical Computer Science 195, pp.
43-58.

o G. Bosyk, G.Sergioli, H.Freytes, F. Holik and G. Bellomo.
“Approximate transformations of bipartite pure-state entanglement from

the majorization lattice”, Physica A: Statistical Mechanics and its
Applications, Vol. 473, 1, 403-411 (2017).
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Funciones de estados

Nuestra definicién se puede usar también para definir una funcién de un
estado generalizado ¢. Para cualquier mezcla posible {p;, v;} de v, definimos
la aplicacién de una funcional ¢ al estado dada la mezcla como:

( |{p,,11,} Z (ZS(P

En particular, estamos interesados en la mezcla {p;, 7; }, que lleva
naturalmente a la definicion:

o) == o))

VI LoCIC Universidad de B s Aires - 6/9/201
Federico Holik Medidas entrépicas y MaxEnt en modelos probabi © fversicac €e Buenos Alres ? 60



Entropias (A, ¢) en modelos generalizados

En el formalismo generalizado, la funcional uc cumple la funcién de traza.
Esto nos permite dar una definicién de entropias (A, ¢) generalizadas.

Definition
Usando hipétesis similares a las definiciones anteriores, definimos las
entropias (h, ¢):

Hng) (V) = h (uc (9(v)))

Por como estdn construidas, estas entropias generalizadas son iguales a las
clasicas evaluadas en el vector de probabilidad p(v), es decir:

Hig) (v) = Hipg) (P(v))
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Condiciones

Supongamos que tenemos una serie de condiciones

(Ri1) =n
(R2) =12
<R,1> = 1y, (17)

y queremos determinar la distribucion de probabilidad menos sesgada
compatible con estas condiciones.
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MaxEnt

MaxEnt nos dice que

“Aol=A\ R — -~ AR
Pmax—ent = €Xp~ "0 1 ey (18)

donde los A son multiplicadores de Lagrange que satisfacen

0
ri:—a—)\ilnz, (19)
donde
Z(Ap - Ay) = trfexp MF1T AR (20)
y la condicién de normalizacién es
N =1InZ. 21
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Caracterizacion geométrica

Dado un efecto E, consideremos el conjunto de estados:

Ciex = {p € Clu(pE) = A, A € [0, 1]} (22)
Se puede probar que es convexo, y que existe S, un subespacio real de A tal

que:

Cexn =SNG, (23)
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Modelos generalizados

Se puede probar que en un modelo general, una ecuacién de la forma

(R) =r, (24)

[F. Holik and A. Plastino, Journal Of Mathematical Physics 53, 073301
(2012)]
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Modelos generalizados

Se puede probar que en un modelo general, una ecuacién de la forma
(R) =r, (24)

Caracterizacion geométrica

...también se puede ver como un subespacio cortado con el convexo de
estados: S(R,r) N .

[F. Holik and A. Plastino, Journal Of Mathematical Physics 53, 073301
(2012)]
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En modelos generalizados:

Crax—ent = ﬂ CR; - /\ C'R,-- (25)
i i

Dada una serie de condiciones representadas por conjuntos convexos C;, uno
deberfa maximizar la netropia en Cpax—ens = /\; Ci.
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Axiomas de la teoria de la probabilidad geométrica

La teoria de la probabilidad geométrica fue desarrollada por el matemético
italiano Gian Carlo Rotta.

Axiomal

p(@) =0
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Axiomas de la teoria de la probabilidad geométrica

La teoria de la probabilidad geométrica fue desarrollada por el matemético
italiano Gian Carlo Rotta.

Axiomal

p(@) =0

Axioma?2

Si Ay B son conjuntos medibles: p(A UB) = u(A) + u(B) — u(A N B)
que es equivalente (para algebras boolenas) a:

#AUB) = u(A) + u(B) (26)

para A y B disjuntos.

VI LoCIC Universidad de B s Aires - 6/9/201
Federico Holik Medidas entrépicas y MaxEnt en modelos probabi © fversicac €e Buenos Alres ? 90



Axiomas de la teoria de la probabilidad geométrica

El siguiente axioma refleja la accion de un grupo que deja invariante la
medida:

Axioma3
El volumen de un conjunto A no depende de la posicidn de A; en otras

palabras, si A se puede transformar rigidamente en B, luego, B y A tienen la
misma medida.
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Axiomas de la teoria de la probabilidad geométrica

El siguiente axioma refleja la accion de un grupo que deja invariante la
medida:

Axioma3
El volumen de un conjunto A no depende de la posicidn de A; en otras

palabras, si A se puede transformar rigidamente en B, luego, B y A tienen la
misma medida.

Axioma4

Para un paralelotopo P, con lados ortogonales xi, . . . , X,, se impone la
condicién de normalizacién: p(P) = xjxp - - - X,
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Polinomios simétricos

er(X1,x0, ..., Xy) =X+ X2+ ...+ Xy, (27a)

ea(X1, X2, ... Xn) = X1X0 + X163 + ...+ Xy 1 X (27b)

en—1(X1,X0, ... Xn) = XoX3 Xy +X1X3Xg X+ XX Xy (27C)
en(X1,X%2, ..., Xpn) = X1X2...Xp (27d)

Cada uno de estos polinomios define una medida invariante distinta.
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Método de Jaynes generalizado
Partimos de una funcién:

s: L —[0;1], (28)

Axiomal
5(0)=0 J
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Método de Jaynes generalizado

Partimos de una funcion:
s: L —[0;1], (28)

Axiomal

5(0)=0

Axioma?2

s(E*+) =1 — s(E), y para una familia numerable y ortogonal de a dos de

eventos Ej
sOE) = s(E)
J

J
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Método de Jaynes generalizado

Axioma3

Existe un grupo de automorfismos F tal que para todo g € F y para todo
EcL

(g - E) = s(E)
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Método de Jaynes generalizado

Axioma3

Existe un grupo de automorfismos F tal que para todo g € F y para todo
EcL

(g - E) = s(E)

Axioma4

La condicién de normalizacién es de la forma {e;}; in the values {s(E;)},,

ei(s(Ey),s(Ep),...) =0

donde {E;}; C L es un subconjunto de eventos.
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Entropia generalizada

Proceso de maximizacion

o Estos axiomas determinan univocamente un conjunto convexo C y el
axioma 3 determina una variedad M.
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Entropia generalizada

Proceso de maximizacion

o Estos axiomas determinan univocamente un conjunto convexo C y el
axioma 3 determina una variedad M.

@ El conjunto de estados de un sistema fisico concreto es una variedad

cCNM.
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Entropia generalizada

Proceso de maximizacion

o Estos axiomas determinan univocamente un conjunto convexo C y el
axioma 3 determina una variedad M.

@ El conjunto de estados de un sistema fisico concreto es una variedad

cCNM.

@ Sobre este conjunto calculamos la entropia de medida:

Hg(s) == — Zs(x) In(s(x))

x€E

H(s) :== Ei‘IGIEHE(S)
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Simetrias

El grupo de simetrias induce en C automorfismos convexos. Tendrd ademas
una accién en Aut(L). Entonces para todo g € G, cualquier evento E € Ly
cualquier medida s € C, tendremos la condicion de covarianza

s(E) = s'(E") (29)
donde E' =g-Eys' =g-s.
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Conclusiones

Resultados

o Partimos de que todas las teorias estadisticas admiten una formulacién
geométrica (modelos operacionales convexos).
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Conclusiones

Resultados

o Partimos de que todas las teorias estadisticas admiten una formulacién
geométrica (modelos operacionales convexos).

@ Dimos una formulacién geométrica del principio MaxEnt para teorias
arbitrarias.
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Conclusiones

Resultados
o Partimos de que todas las teorias estadisticas admiten una formulacién
geométrica (modelos operacionales convexos).
@ Dimos una formulacién geométrica del principio MaxEnt para teorias
arbitrarias.

@ Esto estd hecho de forma tal de que se pueden incluir naturalmente
condiciones sobre medidas generalizadas (efectos).
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Conclusiones

@ Damos una definicién de entropias (h, ¢) cudnticas y caracterizamos
algunas de sus propiedades.
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Conclusiones

@ Damos una definicién de entropias (h, ¢) cudnticas y caracterizamos
algunas de sus propiedades.

@ Damos una definicién de entropias (h, ¢) en modelos probabilisticos
muy generales y caracterizamos algunas de sus propiedades.
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Conclusiones

@ Damos una definicién de entropias (h, ¢) cudnticas y caracterizamos
algunas de sus propiedades.

@ Damos una definicién de entropias (h, ¢) en modelos probabilisticos
muy generales y caracterizamos algunas de sus propiedades.

@ Encontramos que la relacién de mayorizacion juega un rol clave en las
propiedades de esta extensa familia.
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Conclusiones

@ Damos una definicién de entropias (h, ¢) cudnticas y caracterizamos
algunas de sus propiedades.

@ Damos una definicién de entropias (h, ¢) en modelos probabilisticos
muy generales y caracterizamos algunas de sus propiedades.

@ Encontramos que la relacién de mayorizacion juega un rol clave en las
propiedades de esta extensa familia.

@ Damos una formulacién de la nocién de espectro para teorias
probabilisticas generales, junto con la nocion de mayorizacion asociada.
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Conclusiones

@ Damos una definicién de entropias (h, ¢) cudnticas y caracterizamos
algunas de sus propiedades.

@ Damos una definicién de entropias (h, ¢) en modelos probabilisticos
muy generales y caracterizamos algunas de sus propiedades.

@ Encontramos que la relacién de mayorizacion juega un rol clave en las
propiedades de esta extensa familia.

@ Damos una formulacién de la nocién de espectro para teorias
probabilisticas generales, junto con la nocion de mayorizacion asociada.

e Esto nos permite definir las entropias (4, ¢) en modelos mds generales
que los que se originan en teorias cldsicas o cudnticas.
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Conclusiones

@ Damos una definicién de entropias (h, ¢) cudnticas y caracterizamos
algunas de sus propiedades.

@ Damos una definicién de entropias (h, ¢) en modelos probabilisticos
muy generales y caracterizamos algunas de sus propiedades.

@ Encontramos que la relacién de mayorizacion juega un rol clave en las
propiedades de esta extensa familia.

@ Damos una formulacién de la nocién de espectro para teorias
probabilisticas generales, junto con la nocion de mayorizacion asociada.

e Esto nos permite definir las entropias (4, ¢) en modelos mds generales
que los que se originan en teorias cldsicas o cudnticas.

@ Damos una expresién generalizada de MaxEnt, generalizando las
condiciones de vinculo de forma tal de incluir simetrias.
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