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Sea (X, X) un es espacio medible. Una medida es una funcién
w2 — R tal que
O 1(0)=0
Q@ 1(Uie; Ai) = > (A;) para cualquier familia numerable de
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Sea (X, X) un es espacio medible. Una medida es una funcién
w2 — R tal que

Q@ u0)=0

Q@ 1(Uie; Ai) = > (A;) para cualquier familia numerable de
subconjuntos disjuntos.
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Teorema de Radon-Nikodym:

Si 1(A) = 0 para todo A de medida (Lebesgue) cero, existe
f e L(X) tal que

wu(A) :/Afdx

\
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Reticulos

Un reticulo es un conjunto ordenado tal que dados dos elementos
X, y existe el infimo x A\ y y el supremo x V y.
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Distributivo
Un reticulo X se dice distributivo si satisface,

xAN(yVz)=(xAy)V(xAz), xV(yAz)=(xVy)A(xV2z).
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Generalizar medidas a reticulos

Consideremos el reticulo de conjuntos Poly-convexos en R”,
Poly(n). Uniones de convexos compactos en R".
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Problema de Rota

Generalizar medidas a reticulos

Consideremos el reticulo de conjuntos Poly-convexos en R”,
Poly(n). Uniones de convexos compactos en R".

Rota definié una medida (generalizada) en Poly(n) invariante por
traslaciones y rotaciones. Probd que las medidas invariantes sobre
Poly(n) vienen dadas por funciones S,-invariantes en n variables.
O sea, perimetro, area, volumen, etc.
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Medidas en un reticulo

Sea X un reticulo acotado. Una medida (real) en X es una funcién
v: X — R tal que

Q@ »(0)=0
@ v(V x;) = > v(x;) para cualquier familia numerable de
elementos disjuntos x; A x; = 0, tales que \/ x; € X.
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Medidas en un reticulo

Sea X un reticulo acotado. Una medida (real) en X es una funcién
v: X — R tal que
Q@ »(0)=0
@ v(\V/ xi) = > v(x) para cualquier familia numerable de
elementos disjuntos x; A x; = 0, tales que \/ x; € X.

Medidas invariantes

Si un grupo acttia en X, una medida invariante es una medida en
X/G. O sea, v(gx) = v(x) paratodo x € Xy g € G.
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Caracterizacion de medidas y medidas invariantes sobre
reticulos

Teorema[HMP]

Dado un reticulo acotado X, existe un espacio X’ tal que toda
medida sobre el reticulo X esta en biyeccién con una medida (en el
sentido cldsico) sobre X.

Lo mismo sucede para medidas invariantes.
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Caracterizacion de medidas y medidas invariantes sobre

reticulos

Teorema[HMP]

Dado un reticulo acotado X, existe un espacio X’ tal que toda
medida sobre el reticulo X esta en biyeccién con una medida (en el
sentido cldsico) sobre X.

Lo mismo sucede para medidas invariantes.

| \

Recordar

@ Los estados de la mecdnica estadistica clasica se pueden
pensar como medidas de Kolmogorov.

@ Los observables son las variables aleatorias.

A\
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Definiciones

Ortocomplementacién

Una ortocomplementacion en un reticulo acotado es una funcién que
manda cada elemento a a su complemento a satisfaciendo:
@ Complemento: aVat =1yaAat=0.

@ Involucién: (at)t = a.

@ Orden: si a < b entonces b+ < at.

Reticulo ortomodular

| A

Un reticulo ortomodular £ es un reticulo acotado mufido de una
ortocomplementacién tal que

a<b=aV(atAb)=b, VabecL.
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Medidas ortogonales

Sea L un reticulo ortocomplementado. Una medida ortogonal es una
funcién v : L — R tal que:

Q »(0)=0
@ v(V x) =>_;v(x;) para toda familia numerable ortogonal.

Por definicién, x Ly si x < y*. Si un grupo acttia en £, una medida
ortogonal invariante es una medida ortogonal en £/G. Una medida
positiva (invariante) es una medida (invariante) cuyos valores son

positivos.
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Medidas ortogonales

Sea L un reticulo ortocomplementado. Una medida ortogonal es una
funcién v : L — R tal que:

Q »(0)=0
@ v(V x) =>_;v(x;) para toda familia numerable ortogonal.

Por definicién, x Ly si x < y*. Si un grupo acttia en £, una medida
ortogonal invariante es una medida ortogonal en £/G. Una medida
positiva (invariante) es una medida (invariante) cuyos valores son

positivos.

Teorema de Gleason:

Sea L, el reticulo ortomodular de subespacios cerrados en un espacio
de Hilbert H y sea v una medida ortogonal positiva en L, . Si
dim(H) > 3, entonces existe p > 0 tal que v(P) = tr(pP).
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Medidas ortogonales Positivas

Teorema [HMP]

Sea C un conjunto generador de £ (rayos). Las medidas ortogonales
positivas sobre £ estdn en biyeccién con el cono dual de C. O sea,
funcionales v tales que v(P) > 0 para todo P € C.
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MaxEnt

Condiciones

Supongamos que tenemos una serie de condiciones y queremos determinar la

distribucién de probabilidad menos sesgada compatible con estas condiciones.

<R1> =n, <R2> = IM5cco 5 <R,,> = Inp.
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MaxEnt

Condiciones

Supongamos que tenemos una serie de condiciones y queremos determinar la

distribucién de probabilidad menos sesgada compatible con estas condiciones.

<R1> =n, <R2> = IM5cco 5 <R,,> = Inp.

MaxEnt

MaxEnt nos dice que

| A

—Xl1-\1Ri—...—\hR
Pmax—ent = EXP 0 e oy

donde los A son multiplicadores de Lagrange que satisfacen

_aan
o\’

ri =

Z()\l, .. ,)\n) — tr <exp_)‘1R1_~-—>‘an) )

A
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Caracterizacion geométrica

Cada condicién (R) = r define un espacio linear S C B(H) y los
estados que la cumplen pertenecen a la interseccidn

Cr={peC|tr(pR)=r} =5nNC.
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Caracterizacion geométrica

Caracterizacion geométrica

Cada condicién (R) = r define un espacio linear S C B(H) y los
estados que la cumplen pertenecen a la interseccidn

Cr={peC|tr(pR)=r} =5nNC.

Luego las condiciones vienen representadas por conjuntos convexos
Cr, y buscamos maximizar la entropia en el convexo Cpax—ent,

Crmax—ent 1= ﬂ CR,-~
i

Recordar

El problema MaxEnt estd bien planteado (incluso en dimensién
infinita).

A
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Estados cuanticos invariantes

MaxEnt cuantico con simetrias

Dado un grupo de simetrias G y observables Ry, ..., R, determinar
la matriz de densidad p que maximice la entropia de von Neumann
—tr(pln p) y satisfaga las condiciones

<R,‘>:r,', Vi:1,...,n,
UpUt =p, VUEG.
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Estados cuanticos invariantes

MaxEnt cuantico con simetrias

Dado un grupo de simetrias G y observables Ry, ..., R, determinar
la matriz de densidad p que maximice la entropia de von Neumann
—tr(pln p) y satisfaga las condiciones
<R,‘>:r,', Vi:1,...,n,
UpUf =p, VUEG.

Reduccién Importante

UpUt=p, YU EG < [p;iQ]=0, VQeg —
tr([p; iIQ]P) =0, VP = PT.¥Q < ([iQ;P]) =0, YPYQ.
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Ejemplo

Qubit

Queremos hallar 5 € C?*? invariante por rotacién sobre el eje z y

tal que (6;) = a,
.~ (1 0
@=0:= <0 —1> '

Si{Pi,...,Ps} ={l,6x,5,,6,}, entonces las condiciones son

(62) = a, ([Q, Pa]) = (6y) = 0, ([Q, P3]) = (6x) = 0.
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Ejemplo

Queremos hallar 5 € C?*? invariante por rotacién sobre el eje z y

tal que (6;) = a,
.~ (1 0
@=0:= <0 —1> '

Si{Pi,...,Ps} ={l,6x,5,,6,}, entonces las condiciones son

(62) = a, ([Q, Pa]) = (6y) = 0, ([Q, P3]) = (6x) = 0.

Luego de aplicar MaxEnt, obtenemos

N N A
p:E(I—i-aaz).
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Conclusiones

Conclusiones

@ Toda teoria fisica probabilistica (teoria estadistica) admite una
reformulacién geométrica.

o Esta reformulacién admite acciones de grupo (simetrias
espacio temporales) de manera natural.

@ El método MaxEnt se puede aplicar en total generalidad a
estados cudnticos invariantes.
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Gracias
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