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Motivacién

Nos interesa estudiar la manera
mas natural de impedir el
clonado en lenguajes de

programacion cuanticos y
l6gicas formales

A. Diaz-Caro



Contenido de la charla

Lambda célculo simplemente tipado, en cinco slides
Relacion con légica

Motivacién, mejor explicada

Trabajo con Gilles Dowek: Un lambda calculo cuantico
Trabajo con Octavio Malherbe: Interpretacién categoérica

Trabajo con Juan Pablo Rinaldi: Normalizacion fuerte



Lambda calculo simplemente tipado, en cinco slides

(1) Historia, definiciones e intuiciones
Introducido en 1936 por Alonzo Church
Motivacion: Investigar los fundamentos de la matematica

(en particular, el concepto de recursién)

Porqué adn lo seguimos investigando
» Las funciones recursivas son fundamentales en computacién

» Sistema simple para estudiar propiedades de lenguajes de prog.
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Lambda calculo simplemente tipado, en cinco slides

(1) Historia, definiciones e intuiciones
Introducido en 1936 por Alonzo Church

Motivacion: Investigar los fundamentos de la matematica
(en particular, el concepto de recursién)

Porqué adn lo seguimos investigando
» Las funciones recursivas son fundamentales en computacién
» Sistema simple para estudiar propiedades de lenguajes de prog.
Dos simplificaciones fundamentales al concepto de funcién
» Anonimicidad de funciones:
Ejemplo : sqsum(x,y) = x% + y?
se escribe anénimamente como (x,y) — x> + y?

Los nombres no son necesarios‘
» Todas las funciones son a una séla variable:
Ejemplo: (x,y) = x2 + y?
se escribe anénimamente como x5 (y = x2+y?)

Una funcién a dos variables es una funcién a
una variable, que devuelve una funcién a una
variable, la cual hace el calculo
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Lambda calculo simplemente tipado, en cinco slides

(1) Formalisacién

Lenguaje de términos (una gramatica)

t = x| At | tt
» Una variable x € Vars es un término

» Si t es un término y x una variable, Ax.t es un término
» Si ty rson dos términos, tr es un término

Esos son los Gnicos términos posibles

(x—1t)
(aplicacion)
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(1) Formalisacién
Lenguaje de términos (una gramatica)

t = x| At | tt
» Una variable x € Vars es un término

> Si t es un término y x una variable, Ax.t es un término (x—1t)
» Si ty r son dos términos, tr es un término (aplicacion)

Esos son los Gnicos términos posibles

Una regla de reescritura ((-reduccion)

(Ax.t)r — (r/x)t

Ejemplo:
f(g,x) = g(x) se escribe Ag.Ax.gx
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Lambda calculo simplemente tipado, en cinco slides

(1) Formalisacién
Lenguaje de términos (una gramatica)

t = x| At | tt
» Una variable x € Vars es un término
> Si t es un término y x una variable, Ax.t es un término (x—1t)
» Si ty r son dos términos, tr es un término (aplicacion)

Esos son los Gnicos términos posibles

Una regla de reescritura ((-reduccion)

(Ax.t)r — (r/x)t

Ejemplo:

f(g,x) = g(x) se escribe Ag.Ax.gx
f(go, xo) se escribe (Ag.Ax.gx)goxo y S-reduce asi

(Ag. Ax.gx) go xo — (A\x.80x )Xo — &oXo
~— ——
(Ax. t) r (r/x)t
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Lambda calculo simplemente tipado, en cinco slides

(111) Formas normales
No todo computo termina bien...

Sea Ax.xx
(la funcién que toma como argumento una funcién y la aplica a si misma)
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(111) Formas normales
No todo computo termina bien...

Sea Ax.xx
(la funcién que toma como argumento una funcién y la aplica a si misma)
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A. Diaz-Caro Control cuantico en lenguajes de programacién 4 /22



Lambda calculo simplemente tipado, en cinco slides

(111) Formas normales
No todo computo termina bien...

Sea Ax.xx
(la funcién que toma como argumento una funcién y la aplica a si misma)

Q = (Axxx)(Axxx) — (Axxx/x)xx = (Axxx)(Ax.xx) = Q

Q—Q—-Q—--

Normalizacién

t estd en forma normal, si no reescribe €j. AX.X
t es normalizante si puede terminar ej. (AxAy.y)Q

A. Diaz-Caro Control cuantico en lenguajes de programacién 4 /22



Lambda calculo simplemente tipado, en cinco slides

(111) Formas normales
No todo computo termina bien...
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(la funcién que toma como argumento una funcién y la aplica a si misma)

Q = (Axxx)(Axxx) — (Axxx/x)xx = (Axxx)(Ax.xx) = Q

Q—Q—->Q— .-

Normalizacién

t estd en forma normal, si no reescribe €j. AX.X
t es normalizante si puede terminar ej. (AxAy.y)Q
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Lambda calculo simplemente tipado, en cinco slides

(111) Formas normales
No todo computo termina bien...

Sea Ax.xx
(la funcién que toma como argumento una funcién y la aplica a si misma)

Q = (Axxx)(Axxx) — (Axxx/x)xx = (Axxx)(Ax.xx) = Q

Q—Q—-Q—--

Normalizacién

t estd en forma normal, si no reescribe €j. AX.X
t es normalizante si puede terminar ej. (AxAy.y)Q
t es fuertemente normalizante si siempre termina  ¢j.  (Ax.x)(Ax.x)

i Como saber si un término es (fuertemente) normalizante? ‘
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Lambda calculo simplemente tipado, en cinco slides
(V) Tipos simples

Una forma de clasificar términos estaticamente
(i.e. sin reducirlos)
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Lambda calculo simplemente tipado, en cinco slides
(V) Tipos simples

Una forma de clasificar términos estaticamente
(i.e. sin reducirlos)

Términos t o= x | MAt | ot
Tipos A =71 | A=A
> T es un tipo basico » A= Aes el tipo funcional
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(V) Tipos simples

Una forma de clasificar términos estaticamente
(i.e. sin reducirlos)

Términos t o= x | MAt | ot
Tipos A =71 | A=A
> T es un tipo basico » A= Aes el tipo funcional
Contexto: conjunto de variables tipadas M= xlAl, ey X
Nr-t: A “t tiene tipo A en el contexto [
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Términos t o= x | MAt | ot
Tipos A =71 | A=A
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Lambda calculo simplemente tipado, en cinco slides
(V) Tipos simples

Una forma de clasificar términos estaticamente
(i.e. sin reducirlos)

Términos t o= x | MAt | ot
Tipos A =71 | A=A
> T es un tipo basico » A= Aes el tipo funcional
Contexto: conjunto de variables tipadas M= xlAl, ey X
Nr-t: A “t tiene tipo A en el contexto [

Reglas de tipado
rx"+t:B
ax
MxAFx:A rM-xx*t:A=B

=1
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Lambda calculo simplemente tipado, en cinco slides

(V) Tipos simples
Una forma de clasificar términos estaticamente

(i.e. sin reducirlos)

Términos t o= x | MAt | ot
Tipos A =71 | A=A
> T es un tipo basico » A= Aes el tipo funcional
A A,
M=x",...,x}

Contexto: conjunto de variables tipadas
Nr-t: A “t tiene tipo A en el contexto [

Reglas de tipado
A .
LxX"Fe:B o rrt:A=B TEriA_

FrExx?t:A=B +tr: B

ax
MxAFx:A
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(V) Tipos simples
Una forma de clasificar términos estaticamente

(i.e. sin reducirlos)
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> T es un tipo basico » A= Aes el tipo funcional
Contexto: conjunto de variables tipadas M= xlAl, ey X
Nr-t: A “t tiene tipo A en el contexto [
Reglas de tipado
rxAFt:B . .
. X =, [Ft:A=B ThEr:A
MxAFx:A rM-xx*t:A=B MN=tr: B
Ejemplo de derivacion de tipo
a —
X X"kEx:T & =,

T=T .
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Lambda calculo simplemente tipado, en cinco slides

(V) Tipos simples
Una forma de clasificar términos estaticamente

(i.e. sin reducirlos)

Términos t o= x | MAt | ot
Tipos A =71 | A=A
> T es un tipo basico » A= Aes el tipo funcional
Contexto: conjunto de variables tipadas M= xlAl, ey X
Nr-t: A “t tiene tipo A en el contexto [
Reglas de tipado
rxAFt:B . .
. X =, [Ft:A=B ThEr:A
MxAFx:A rM-xx*t:A=B MN=tr: B
Ejemplo de derivacion de tipo
a —
X X"kEx:T & =,

XTTTEXxIT=>T
FMXZTx:(r=1)=(T=71)
FX™TTx)(AXT.x) T =71

FMXTx:T=>1T1

=E

ificacion: . . i . ipoT =T
Verificacién: (Ax™=7.x)(AxT.x) reescribe a Ax™.x (de tipo 7 =
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Lambda calculo simplemente tipado, en cinco slides

(V) Normalizacién
Q no tiene tipo en esta teoria

Mas adn...

Teorema (Normalizacién fuerte)

Si t tiene tipo simple, t es fuertemente normalizante

Slogan “Well-typed programs cannot go wrong” — [R. Milner>78]

Otras razones para necesitar tipos:

(Ax.x+1)
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Lambda calculo simplemente tipado, en cinco slides

(V) Normalizacién
Q no tiene tipo en esta teoria

Mas adn...

Teorema (Normalizacién fuerte)

Si t tiene tipo simple, t es fuertemente normalizante

Slogan “Well-typed programs cannot go wrong” — [R. Milner>78]

Otras razones para necesitar tipos:

(Axx+1)(Ayy) = (Qyy)+1 «7?

Ax.x + 1 deberia tener tipo N = N
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iCémo se relaciona esto con légica intuicionista?

Unas palabras sobre la correspondencia de Curry-Howard
Légica clasica: una férmula bien formada se asume verdadera o falsa

Légica intuicionista: una férmula es verdadera (falsa) si existe una
prueba constructiva de que es verdadera (falsa)

iLa ley del tercero excluido no es un axioma!
(y tampoco puede ser probada) en l6gica intuicionista
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iCémo se relaciona esto con légica intuicionista?

Unas palabras sobre la correspondencia de Curry-Howard
Légica clasica: una férmula bien formada se asume verdadera o falsa

Légica intuicionista: una férmula es verdadera (falsa) si existe una
prueba constructiva de que es verdadera (falsa)

iLa ley del tercero excluido no es un axioma!
(y tampoco puede ser probada) en l6gica intuicionista

Légica intuicionista minima (incluyendo sélo la implicacién)

LAFB . THA=B THA

_ ot - =
FAFAY Tra=B | B £

Reglas de tipado

MXAPEB o Tht:A=B ThriA__

F,X:AI—X:AaX r-x*t:A=B M=tr:B

El término es la prueba de la férmula

Las pruebas... son programas! | [eke] Sum » filiam Howard.

Légicas mas complejas corresponden a sistemas de tipos mas complejos
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Motivacién

Dos enfoques en la literatura para lidiar con el no-clonado

Enfoque de la légica lineal Enfoque del algebra lineal

e.g. f(al0) +5[1)) = af(|0)) + A1 (|1))

e.g. Ax.(x ® x) no es valido
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Motivacién

Medicién

El enfoque del algebra lineal no tiene ...pero el de la légica
sentido aqui. .. lineal, si

eg.
(Ax.7x) (. [0y + 5. 1)) — a.(Ax.7x)|0)+ B.(Ax.wx) |1)  jIncorrecto!
(Operador de medicién)

A. Diaz-Caro Control cuantico en lenguajes de programacién 9/22



Clave

Necesitamos distinguir
estados en superposiciéon
de estados de base
usando tipos

Los estados de base pueden ser clonados
Los estados superpuestos, no

Una funcién que admite recibir un estado superpuesto,
no puede clonar su argumento
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Sintaxis

Primera version, sin tensor

A. Diaz-Caro

Tipos
V=BS5SV Tipos “Qubit”
A=V |V=A|SA) Tipos generales
Términos

ti=x [ AVt | [0) | 1) |t | wt|?tt| t+t] ot ]| Osa

términos de base combinaciones lineales

donde o € C
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Dos clases de linealidad

(ME.t) b
~—

B

CN S N
—_— =

abstraccion lineal S(¥)

()\XIB.t) (bl + b2)
———
S(B)

A. Diaz-Caro

= (b/x)t call-by-base

= (u/x)t call-by-name

- (MEit) by +(MxB.t) by  distribucion lineal
~— ~—
B B
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Medicion

7T(Ozl.b1 + Ckg.bg) —>( ) by

[y ]2+ a2

» Parai=1,2, b;=10) o b; = |1).
» k=1,2

Ejemplo

10)
(i |0) +2.11)) <(5)
1)

®
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Agregando producto tensorial
Interpretacion de tipos
[B] = {|0),[1)} € C?
[A x B] = [A] x [B]
[S(A)] =G [A]
G(By X By) ~G(B1) ® G(By)



Agregando producto tensorial
Interpretacion de tipos
[B] = {|0),[1)} € C?
[A x B] = [A] x [B]
[S(A)] =G [A]
G(By X By) ~G(B1) ® G(By)

Ejemplos:

g({10),11)} x {10),[1)})
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Agregando producto tensorial
Interpretacion de tipos
[B] = {|0),[1)} € C?
[A x B] = [A] x [B]
[S(A)] =G [A]
G(By X By) ~G(B1) ® G(By)

Ejemplos:

G({10), 1)} x {]0), [1)}) = G{(]0) . |0)), (10}, [1)), (1), 0}), (I1) , [1))}
~ G{|00),|01),|10),]11)}
=C*'=C*®C?
=6{|0), 1D} ®g{[0), 1)}

(10),(/v2.10) + Yv2. 1)) € {[0),[1)} x C?
K S(B)
Yv2.(|0),[0)) + Yv2(0),1)) € C*®C?

S(BxB)
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Algo de informacidn se pierde con la reduccion
Subtipado

{|oy,|1)} c C? entonces B < S(B)
G(GA) =GA  entonces S(5(B)) < S(B)

{]0),]1)} x C? c C?xC? entonces B x S(B) < S(B xB)
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{|oy,|1)} c C? entonces B < S(B)
G(GA) =GA  entonces S(5(B)) < S(B)

{]0y,|1)} x C? c C? x C? entonces B x S(B) < S(B xB)
(10), 10)+11)) - BxS5(B)

(10),10)) + (107,[1)) = S(BxB)
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/(|0),|0>+|1>) . BxS(B)
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Algo de informacidn se pierde con la reduccion

Subtipado

{|oy,|1)} c C? entonces B < S(B)
G(GA) =GA  entonces S(5(B)) < S(B)

{]0),]1)} x C? c C?xC? entonces B x S(B) < S(B xB)

/(|0),|0>+|1>) . BxS(B)
(10),10)) + (107,[1)) = S(BxB)

1 iLo mismo pasa en otros ambitos de la matematica!
1 (X-1)(X-2) — X?2-3X+2
| perdimos la informacién de que era un producto
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Algo de informacidn se pierde con la reduccion

Subtipado

{|oy,|1)} c C? entonces B < S(B)
G(GA) =GA  entonces S(5(B)) < S(B)

{]0),]1)} x C? c C?xC? entonces B x S(B) < S(B xB)

/(0>,|0>+1>) . BxS(B)
(10),10)) + (107,[1)) = S(BxB)

1 iLo mismo pasa en otros ambitos de la matematica!
|

| (X-1)(X-2) — X2-3X+2

| . . .

| perdimos la informacién de que era un producto

Solucién: casting
(10),10) +11)) = (l0),10)) + (|0}, 1)
1(10),10) +11))  —  (]0),10)) + (|0}, [1)

A. Diaz-Caro Control cuantico en lenguajes de programacién
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Sintaxis completa

Types
R=B|QxQ Basis qubit types
V:=Q|S(WV)|VvxWV Qubit types
A=V |V=A|SA)|AXA Types
Terms

ti=x | AVt | [0) | 1) |t |mt | ?tt] t+t]|at]|Osa
| txt|head t | tail t| {1t

cona € C
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Medicion de los primeros j qubits
Ejemplo

m(2]011) + [010) + 3|111))

\

T
01) x (\/%, 1) + 2z 10) [11) x (1]1))
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Q=B |QxQ Tipos qubit de base

Sistema de tipos Vi=Q[SW) [ WX Tipos qubits
A=V |[VU=A|S5A) |AxA Tipos generales
- ——— &5 _______axpg — ax
X VEx: U = 0sca) : S(A) F10):B 0 F|1):B v
n
MN=¢:S(IIB)
i=1
rFt:A go THEE:A AFu:A oy i - Se
Feat:S(A) ™ TAFt+u:SA) 7" Trmt: [[BxS( ][ B)
i=1 i=j+1
TFt:A@=B) , THt:A MCu:A Mx:WEt:A =,
-t:B = Tr7tu:B=A " TFX&: Vit U=A
. . MrEt:S(VW=A) AFu:SWV
MEt:W=A Abu:v S(V=4) u:S(V)
MAFtu:A MAFtu:S(A)
THt:A x:Qy:QFt:A
MHx:QFt:A Mx:QF (x/y)t: A
Fr=t: A AI—u:B>< NMFt:BxQ c FM-t:BxQ

FAFtxu:AxB | TFheadt:B rFaailt:Q ¢
FFt:S(S(A)xB) . T+t:S(AxS(B))
FTHt:S(AxB) " THit:S(Ax B)

/
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Interpretaciéon categérica
Trabajo en progreso con Octavio Malherbe

En general:

[FHt:A] =[] - [A]

Ejemplos:
[[X:WFX:\U]]:\UL\II
FrEt:A AFr: Al txr +
|[F,A}—t+r:S(A)]]rXA_)AXA_)S(A)
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Interpretaciéon categérica
Trabajo en progreso con Octavio Malherbe

En general:

[FHt:A] =[] - [A]

Ejemplos:
[[X:WFX:\II- vy
FTEt:A Abr: Al txr +
|[F,A}—t+r:S(A)_ =I'xA—=SAxA——= S(A)
AFr:V THt: W= Al rxt c
|[ ATrEer A _-Axf—)Wx[\U,A]—>A
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Interpretaciéon categérica

Trabajo en progreso con Octavio Malherbe

En general:

[FHt:A]=

[r] = [A]

Ejemplos:

[[X:WFXI\U-
|[FFt:A AFr: Al

MAFt+r:5(A)

AbFr:V THt:VU= A
ATHtr:A

Abr:S(W) Tht:SWV= A)
|[ AT tr:S(A)

—v 4

v
=TxAZ5 Ax AT S(A)

=AxT 25w x[w A= A

=AxT 25 5(w) x S([v, A)
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Interpretaciéon categérica

Trabajo en progreso con Octavio Malherbe

En general:

[FHt:A] =[] - [A]

Ejemplos:
[[m v 4y
Hrrfg}:—é—i-Ar:FSr(A;\i =TxAZ5 Ax AT S(A)
NG R iads

25 S(V) @ S([W, A]) = S(V x [V, A))
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Interpretaciéon categérica
Trabajo en progreso con Octavio Malherbe

En general:

[FHt:A] =[] - [A]

Ejemplos:
[[m v 4y
Hrrfg}:—é—i-Ar:FSr(A;\i =TxAZ5 Ax AT S(A)
NG R iads

25 S(V) @ S([W, A]) = S(V x [V, A))

*€ 5a)
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Interpretacion categorica
Ejemplo

Fe:B=A Fr:B Fs:B 4. B A Fr:B Ft:B=>A 5B

Ft:SB=A) Fr+s:50B) Cir- A Fis: A
Ft(r+s):S(A) Ftr+ts: S(A)
1 - >1x1xlﬁ>BxBx[B,A]
iz l+><77
1x1x1x1 S(B) x S([B, A])
lrxtxsxt l@
B x [B,A] x B x [B, A] 5(B) @ S([B, A])
lsxs %z
AxA S(EX[BvA])
+
S(e)
5(A)
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Normalizacién fuerte

Trabajo en progreso con Juan Pablo Rinaldi

Definimos una interpretacién (A) alternativa para cada tipo con las
siguientes propiedades:

Sit € (A) entonces t € FN (1)

Silt t: A entonces t € (A) (2)
Luego

Teorema (Normalizacién fuerte)

SiTFt:Aentonces t € FN
Prueba: Si T+ t: A, por propiedad (2), t € (A), y por (1), t € FN

iLa dificultad es encontrar la definiciéon correcta de (A)!
(y demostrar que esas propiedades se cumplen)
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Resumen final

v

Extensién del calculo lambda para computaciéon cuantica

v

Linealidad algebraica y légica combinadas para evitar el
clonado

v

Semantica categérica cartesiana, con productos tensoriales
internos

Trabajos en progreso

» Terminar la prueba de normalizacién fuerte (con J. P. Rinaldi)
» Modelo categérico abstracto (con O. Malherbe)
» Implementacién en Haskell (con I. Grimma y P. E. Martinez Lépez)
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Backup slides



Why first order

CM = 2y ® (AP (x[0) @ (x]0))) (Az".y))

M (- [0) + 5.11))

= (7B (x]0)) @ (x]0))) (Az.(a [0) + 8.11)))

= ((Az%.(a-]0) + 8.11)))0)) @ ((Az" (e 0) + B.11))) |0))
=2 (a.[0) + 5. 1)) @ (e [0) + 8.]1))



Deutsch algorithm

Preliminaries

(Hadamard

1 1 1 1
HIO = 5100+ =) HI=—=10) = 71
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Deutsch algorithm

Preliminaries

HIO = =10+ = 1) M) = —=10) = =)

1 1
N YA Nela

H = M\®.1/v2.(10) 4+ x?—|1)-[1))

Oracle

A "black box" implementing a function f : {0,1} — {0,1}

Ur([x) @ ly)) = Ix) @ ly @ £(x))

not = Ax®.x?|0)-|1)
Ur = AxP®® (head x) @ ((tail x)?not(f(head x))-f(head x))



Deutsch in )\

o A £ 17(0) & £(1)
by A HI-

not = Ax®.x?|0)-|1)
H = Mx®.1/v2.(10) + x?7—|1)-[1))
H®2 = \xB®B (H(head x)) ® (H(tail x))
Ur = \E9E (head x) @ ((tail x)?not(f(head x))-f(head x))
Hy = M\xB®E (H(head x)) ® (tail x)

Deutschy = 7r1(TT (S(B ®B H1(Ur ﬂ§ gg? ﬂﬁ?ﬁ{’?@@s(m H®?(10) ® |1))

 Deutschr : B ® S(B)
Deutschiy —yy m1(Y/v2.[1) @ [0) — /v2.|1) ® |1))
— 1) ® (Y/v2.|0) — ¥/v2.]1))



Teleportation in A

epr = AxZ®E cnot(H; x)
alice =

S(BRBRB)
B)QB®B) H; (cnots MsEoseEen) Ts(s@os@ar) X))

AxSB)®S(BSB) - o ﬂs(mmB (B®S(B®IB))

UP = (ALPAXB.b?Ux-x) b
bob = \xB®BEB Zhead xpqphead (tail x) (tajf (tail x))

Teleportation = Aq°®) .bob (ﬂs ﬁggg%)) alice (g ® (epr |0) ®10))))

F Teleportation : S(B) = S(B)
Teleportation ¢ — (1) q
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