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Capitulo 1

Sistemas de ecuaciones lineales y
madtrices

1.1. Sistemas de ecuaciones

1.1.1. Definiciones

La ecuacion x 4+ 3 = 1 se puede representar graficamente de la siguiente manera:

La ecuacion x +y = 1, o, lo que es lo mismo, y = 1 — z, representa una recta en el plano:

Si pedimos a la vez los valores de = e y que satisfacen dos ecuaciones, obtenemos:

= Un punto, si las rectas se interceptan en un punto:

r+y =1
r—3y = —2

= Una recta, si ambas ecuaciones representan la misma recta.

>
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r+y =1
204+2y = 2

= Ninguna solucion, si se trata de rectas paralelas.

r+y = 1
20 +2y = 1

Si tenemos tres ecuaciones con tres incognitas, tendremos:

= Un punto
= Una recta o un plano
= Nada

Es decir, siempre las soluciones posibles son una tnica, infinitas, o ninguna, y esas son
todas las posibilidades.

1.1.2. Resolucion directa

La técnica de resolucion directa consiste en despejar una variable en una ecuacion, y luego
reemplazarla en otra ecuacion. En la segunda, se tendré una variable menos. Luego se
repite en la tercera ecuacion, etc.

Ejemplo 1.
r+y+z=1 (1.1a)
r+2y=1 (1.1b)
TH+y+2z=2 (1.1c)
De (1.1a) despejamos x y obtenemos
r=1—-y—=z (1.2)

Reemplazamos (1.2) en (1.1b), y despejamos y:

—_—
(l—y—2)+2y=1
l1+y—2=1
y=1—-1+4+=2
y==z (1.3)
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Reemplazamos (1.2) y (1.3) en (1.1c), y despejamos z:
/—j_ //y\
(1—_2z —2)+ 2z +22=2
Yy
1—-2z24+3z=2
1+2z2=2
z=1 (1.4)
Con (1.4) en (1.3), obtenemos
y=1 (1.5)

Y con (1.4) y (1.5) en (1.2), obtenemos
r=1-1-1=-1
Es decir, la solucion es el punto (—1,1,1).

1.1.3. Meétodo de Gauss

El método de Gauss es el siguiente:

1. El primer paso es dividir la ecuaciéon por el valor necesario para que el coeficiente

de la primer variable sea 1.

2. El segundo paso es restar a veces la primer ecuacion por la segunda, siendo a el
coeficiente que acompana a la primer variable. Luego restamos a’ veces la primer
ecuacion por la segunda, siendo a’ el coeficiente que acompafia a la primer variable.

Repetimos hasta llegar a la tltima ecuacion.

3. Nos olvidamos de la primer ecuacion, y repetimos los pasos 1 y 2 sobre el resto de

las ecuaciones hasta que no queden més ecuaciones.

4. Invertimos el orden: restamos b veces la tltima ecuacion a la ante ultima, siendo b el
coeficiente que acompana a la tltima variable de la ante dltima ecuacién. Repetimos

de la misma manera hasta llegar a la primera ecuacion.

Ejemplo 2. Retomamos el ejemplo anterior.

x4+ y+ 2z = 1 - r+y+ 2z = 1 i r+y+z
x+2y = 1 =5 y— 2z = 0 =5 y—z
x4+ y+2z = 2 r+y+2z = 2 z
r+y+z =1 z+y =0 x
e2+e3 el—e3 el—e2
— Y =1 — Y =1 — Y
z = 1 z =1 z =

El siguiente es un ejemplo de un sistema sin solucion.
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Ejemplo 3.
_ 1 _ 1 1 _ 1
2rt y = 1 e1/2 Tty 2 el x—i-%y 3
r+3y— 2z = 1 — r+3y— 2z = 1 — Yy— 2 = 3
20+ 6y —2z = 1 2046y — 2z = 1 2046y —2z = 1
1 = 1 1 = 1 1 = 1
e3—2el T %y o % %62 T 2y 2 % e3—5e2 T 2y 2 %
— Y- 2= 5 Yy=355= 5 Yy=352= 5
oYy —2z = 2 oY — 2z = 2 = -1
Hemos terminado en una ecuacién imposible: 0 = —1, lo cual significa que el sistema no
tiene solucion, o que es incompatible.
El siguiente es un ejemplo de un sistema con miultiples soluciones.
Ejemplo 4.
t+ y+ 2 = 3 t+ y+ 2z = % t+y+z = 3
e2—el 5 e3—2e¢l 5
x4+ Y = 3 — — z = 5 il v —y = 2
204+2y+2z = 1 204+2y+2z = 1 0 =0
t+y+z = 3 r+y = 3
—e2 5 el—e2 5
Z = -3 — z = -3
0 = 0 0 = 0
Las infinitas soluciones son las del conjunto

1.2. Matrices

1.2.1. Definicion

Definiciéon 1.2.1. Una matriz es un arreglo bidimensional de ntimeros ordenados en filas
y columnas. Una matriz de n filas y m columnas, se dice que es una matriz de n x m.
Al conjunto de matrices de n x m se lo denota por M, .

Ejemplo 5.

1 23
A:(4’1 p 6)€M2X3 B=(1 2 3 4 5)€Miys

El elemento as; de A es 6. A veces escribimos A = (a;;) para darle un nombre a los
elementos.

1.2.2. Operaciones

Suma

La operaciéon de suma entre matrices se define como la operaciéon
4+ Mm X My — Mysom

tal que A+ B = C con A = (a;;), B = (b;;) y C = (a;; + b;j;).



CAPITULO 1. SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES Y MATRICES

Ejemplo 6.
1 3 2 1 05 2 37
1 00l +[|7 5 0]=1(8 50
1 2 2 2 11 3 3 3
Ejercicio. Sean
2 21 01 4
3 21 1 40
A=19 3 9 yo o o B=19 1
2 0 4 0 2 2
Calcular A + B.
Propiedades.
A+B=B+ A Conmutatividad
(A+B)+C=A+(B+C) Asociatividad
A+0=0+A=A Existencia de elemento neutro
A+(-A)=0 Existencia de inverso
Donde
0 0 . 0
0= :
0 0 . 0

Producto por escalar

La operaciéon de producto por escalar se define como la operaciéon

R X My — Myxm

tal que A\A = B con A € R, A = (a;
Ejemplo 7.

o1 8 =3\ _ (2 16 —6
4 =2 6) \8 -4 12

Ejercicio. Calcular

Propiedades.

(A)A = A(pA)
AMA+B)=AA+AB
AN+ pu)A = A+ A

1A=A

ach

Asociatividad
Distributividad respecto a suma de matrices
Distributividad respecto a suma de escalares

Existencia de elemento neutro
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Producto de matrices

La operaciéon de producto de matrices se define como la operacion

Xt Mpsm X Mipsp — Mpp

tal que A x B=C con A = (a;), B= (byj) y C = (i aikbij)-
k=1

Meétodo sencillo de calculo

p
/—/H

5

4
AxB=C '3 m

12

1

1 2 3 4 51 '35
n ,,,,,,,,,,,,,,, L J n

I1x5+4x2+3x3+2%x4+1x5=235

Ejemplo 8. Calcular A X B con

1 0 2
A‘(—131) y b=

= N Ot
O = =

o~ o =
~__

FEjercicio. Calcular A X B con

A:

10
o)

W N =
S O



CAPITULO 1. SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES Y MATRICES 11

Observacion. Muchas veces vamos a omitir el simbolo X, escribiendo AB en lugar de

A x B.

Propiedades.
A(BC) = (AB)C Asociatividad
(A+ B)C = AC + BC Distributividad a derecha respecto a la suma
A(B+C)=AB+ AC Distributividad a izquierda respecto a la suma

(M)B = AM(AB) = A(AB) Asociatividad y conmutatividad con escalares

Observacion. El producto de matrices no es conmutativo

12\ (10\_ (10
01 00/ \0 O
1OY (1 2)_ (12
0 0 01/ \0 O
Definicién 1.2.2. A la matriz I, = (1;;) € My« tal que t;; = 1y 1;; = 0si i # j, se

le lama matriz identidad. A veces escribimos s6lo I cuando la dimensién de la matriz es
evidente.

Ejemplo 9.

Teorema 1.2.1. Para toda matriz A € M,,«,,, Al,, = I, A = A.

Inversa

La inversa de una matriz A € M,,,,, denotada A~!, es la matriz tal que

AAT =A"1A=1,

Donde
10 ... 0
0 1 0
In: . .
00 ... 1

Observacion. No toda matriz tiene inversa. Que A sea una matriz cuadrada es una
condicién necesaria para la existencia de la inversa

=61 G )

Método para calcular la inversa: Gauss o método del testigo

1 2|1 0\ oo (12 [ 1 0\ (1 2] 1 0 Ynop (10
34/0 1 0 —2|-3 1 0 1|32 —1 0 1

Propiedades.

Ejemplo 10.

3_/3 —{/2>
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1. Si una matriz tiene inversa, es tinica
2. (AB)"'=B7tA™!

3. (A H)t=4

4. (NA)"L =214

Demostracion. 1. Supongamos que B y C son inversas de A. Entonces,
AB=BA=1
AC=CA=1

Por lo tanto, B = BI = B(AC) = (BA)C =1C =C.

2. AB(B™'A™') = A(BB 1A' = AIA™' = AA' =]
(B'A"YAB = B"Y(A"'A)B=B~'IB=B"'B=1.

3. (A71)™1 = A porque A7'A = AA" =T

4. MANTIATY) = AQN LAY = 44T =T
ATTA DA = AL (A IAA) = A 1A = 1.

Ejemplo 11. Algunas matrices que no tienen inversa
10 10 10 1 2
0 0 10 20 2 4

1. Calcular la inversa de estas matrices (cuando sea posible)

o (27 ) 5)

2. Resolver la siguiente ecuacion (deducir X): AX = B, con

R ER)

3. Calcular la inversa cuando sea posible

NN
NS )
oo W

Ejercicios.

100 101 101
a) [0 0 1 o) [0 11 e) [0 01
010 010 100
101 101 111
5) [0 0 1 d) o1 1 A lo1o
010 110 101
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1.3. Matrices y sistemas de ecuaciones

1.3.1. Determinante

El determinante de una matriz es un niimero nos permite saber si ésta tiene inversa o no.
Si el determinante es 0, la matriz no tiene inversa.

Definicién 1.3.1. Notamos A/;; a la matriz A donde se ha eliminado la fila 7 y la columna
7.

2 30 5 3
Ejemplo 12. Si A= [0 1 2] Az = (3 4)
3 45

Definicién 1.3.2 (Determinante). El determinante de una matriz A € M, se define
recursivamente sobre n:
Si n =1, entonces |A| = ay;.

n

Sin > 1, entonces |A| = > (—1) ay|A/xl.

k=1
Ejemplo 13.
2 3
L. 1 2’—2><2—3><(—1)—7
2 30
2.0 1 2[=2 L 2—3 0 2—|—0 01 = 2X(1x5—2%x4)—3x(0x5—-2x3)+0 =12
3 4 5 4 5 3 5 3 4

Ejercicios. Calcular el determinante de:

=~

Il
= =
_ O = O
O = O
— o = O

Sy

Il
o O O
= _ 0 O
_ o = O
—_ o O O

Propiedades.
1. |A| =0 si:

= Posee 2 filas o columnas iguales.
Ejemplo 14.

N W N
W N W
N W N

s Todos los elementos de una fila son nulos.

Ejemplo 15.

S W N
SN W
S W N
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s Los elementos de una fila son combinacion lineal de otras.

Ejemplo 16.

W = N
TN W
S = DN

(notar que [3 =11 +12).

2. Si a una matriz se cambia el orden de 2 filas o columnas, su determinante so6lo
cambia de signo:

Ejemplo 17.
2 1 2 1 20
1 2 0/l=—-12 1 2
3 5 6 35 6
3. |AB| =|A||B|.

Teorema 1.3.1. JA™! si y solo sf |A] # 0.

1.3.2. Rango

Definicion 1.3.3. Una linea de una matriz es linealmente dependiente de otras si es
posible obtenerla como una combinacién lineal de las otras. Caso contrario, es linealmente
independiente.

Ejemplo 18. En la matriz
2
1

ot DN W

2
4
3 6

la linea 3 es linealmente dependiente de las lineas 1 y 2. La linea 1 es linealmente inde-
pendiente de la linea 2 o de la linea 3, en cambio es linealmente dependiente de ambas.

Definicién 1.3.4 (Rango). El rango de una matriz es el numero de lineas linealmente
independientes de las demaés.

Calculo del rango. FEl rango se obtiene con el método de Gauss: el niimero de escalones
al final del método es el rango.

Ejemplo 19. Sea A = @ :é zZL). Calculamos el rango con ayuda del método de Gauss:

208 2\ (1% 1\ (U 1\ (1 1\ 1
12 4 12 4|24 o v 3] (o 1 3] 20 1 6
35 6 3 5 6 3 5 6 0 12 3 0 12 3

l3—l22 3/21

"t 1 6

00 0
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r(A) =2

Ejercicio. Calcular el rango de la siguiente matrices:

Lot o 10
A= B=101 0
01 0 2 5 0 9
1 0 20
Teorema 1.3.2. A € M., = r(A) <n.
Teorema 1.3.3. A € M, invertible < r(A) = n.
1.3.3. Teorema de Rouché-Frobenius
Considerar el siguiente sistema de ecuaciones:
1121 + a19%s + - -+ + a1, = by
(9171 + AooXo + « -+ + A9, T, = bo
Ap1T1 + ApaZTa + -+ - + App®y = bn
Describimos el sistema mediante la matriz
aijpr ... Qip b1
(Alb) =
Ap1 ... QApp bn

ail ... Qin by
que se obtiene por la yuxtaposicion de A = < : : ) y B = ( : )
anl ... Gnn bn

A la matriz A se la llama matriz incompleta y a la matriz (A|b) matriz completa.

Teorema 1.3.4 (Rouché-Forbenius). Existen soluciones para un sistema de ecuaciones si
y s6lo si el rango de la matriz completa asociada es igual al rango de la matriz incompleta.
Mas atn, si A € M,,«,, v 7(A) = n, entonces la soluciéon es tnica, en otro caso, existen
infinitas soluciones.

Ejemplo 20.
2+ y = 3
r+2y =1
2 1[3\ up (1 Yo|3)2\ iy (1 Y2| 3/2\ 2255 (1 1)2] 3/2
(1 2 1)_>(1 2 1)4(0 3| =12) N0 1| =1

r(A) =r(Alb) =2

Por lo tanto existe una tnica solucion al sistema.
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Ejercicio. Utilizar el Teorema 1.3.4 para determinar el niimero de soluciones de cada uno
de los siguientes sistemas de ecuaciones.

— W

2e+ y = 3 v o+ 2 =

drtzy =1 3r + 4y + 52 =0

Observacion. Al segundo sistema del ejercicio anterior lo podemos escribir como AX = B,

230 x 3
A=101 2 X=|y B=|1
3 4 5 z 0
2x+3y
et = (55

Por lo tanto, si A es invertible, es decir, si su rango es 3 (ver Teorema 1.3.3), y el sistema
tiene una tnica solucion, es decir, el rango de la matriz completa (A|B) también es 3 (ver
Teorema 1.3.4), entonces la solucién al sistema es X = A~!'B.

1.4. Ejercicios del capitulo

1.1. Hallar el conjunto de soluciones de los siguientes sistemas de ecuaciones lineales:

r-y— z2=0 T -y =0 2 — 2y — 9
20+ y+ z = 3 %+ y+ 2= 3
3r — y_QZ: 0 3xr — y—2z: 0
T+ y- 2= -2 T+ y— z = =2
r+y+z =3 T+ y+z 3 = Ty -z =7
r—y—z =4 S5t + 5y + 5z = 4 20 +y - 5
’ - ’ a —3x +2z = 2
20 +3y — z = 0 v+4y+ 9z = 16
v+ y+22 =0 x+ 8y + 272 = 64 2r — oy + 3z = —4
’ - ’ a r+4y +6z2 = 0
1.2. Resolver los siguientes sistemas en funciéon de a, by c:
z+ (a+1)y = a+2 w4 (a—1y = a+2
ar + (a+4)y = 8 (a+1)z — ay = 5a+3
ar + y+ z =1 r+ ay+ 2z = 3 T4y + . — a
r+ay+ z =1 x4+ 2ay + 2z = 4 T —y b

T+ y+az =1 r+ 2y+az = 2 x +z+c =



CAPITULO 1. SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES Y MATRICES 17

1.3. Resolver los siguientes sistemas (en funcion de a, solo cuando sea necesario):

rT— Yy = 2a rT— Yy = 2a rT—y = 2a
r—2y = 1 r—2y = 1 r—2y =1

1.4. Realizar todos los productos posibles de dos matrices entre las siguientes:

4 6 30 i(l) 1 2 3
A=1[7 1 0 6 B = 3 6 C=14 56
2100 2 0 1 01

1
2 3 1
o= (o) ()

1.5. Sean A = <i ;) y B = <1 }) Calcular A%, B?, (A+ B)?, AB y BA.

Dar una explicacién intuitiva de porqué (A + B)? # A? +2AB + B2

1.6. Determinar si las siguientes matrices son invertibles o no.

w

A2\
)\2

o O O =
O O~ >
O = >
—_ >

1.7. Calcular, si existen, las inversas de las siguientes matrices (utilizando el método del

testigo):
9 1 00 -1 2 0 4 1 -1 1
A:(3 4) B=1-11 -1 cC=16 17 D=2 59
01 -1 5 3 1 1 2 4

Dar el rango de cada matriz.

0 0 —1
18. SeaA=|-1 1 -1
01 -1

a) Calcular A3,

b) Utilizando el punto 1.8.a deducir si A es inversible o no (y si lo es calcular su
inversa) sin utilizar el determinante ni el método del testigo.

¢) Calcular lo mismo que en el punto 1.8.b con el determinante y el método del
testigo.
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1 0 1
19. Sea A= |1 0 0]. Calcular A*> — 2A4% y deducir A~! en funcién de A.
11 1
1 m 2 x 3
1.10. Sean A= |1 2m 2|,conmeR, X=|y|yB=|4
1 2 m z 3

a) Resolver el sistema AX = B en funcién de m.
b) Determinar para qué valores de m la matriz A es invertible.

¢) Calcular el rango de A en funcion de m.

1 01 T a
1.11. Sea el sistema lineal AX =1 0 0 yl=10
11 1 z c

a) Aprovechar la estructura particular de A para resolver el sistema directamente.
Deducir de la solucién obtenida la expresion de la inversa de A.

b) Calcular A~ con el método de la matriz testigo.

1.12. Considerar el siguiente sistema:

r+y+z =a
T —y =b, (abc)eR?
y+z = c¢
a) Escribir el sistema en la forma matricial AX = B.
b) Resolver utilizando el método de Gauss (en funcion de a, b, y ¢).

¢) Determinar la inversa de A.

1.13. Considerar el siguiente sistema lineal:

r+ y+ z =4
r + 2y + 2z
T+ y =6

I
ot

a) Resolver con el método de Gauss.

b
c

d

Escribir el sistema en la forma matricial AX = B.

Calcular la inversa de A.

)
)
)
)

Calcular nuevamente el resultado, con ayuda de la inversa.



Capitulo 2

Aritmética entera y modular

2.1. Aritmética entera

2.1.1. Divisores

El conjunto de nimeros enteros es el conjunto Z = {..., —2,—1,0,1,2,... }. Los nimeros
naturales (N) son un subconjunto de los enteros (son los enteros positivos).

Definicién 2.1.1. Si a,b € Z y b # 0, decimos que b divide a a (notacion b | a) si existe
n € Z tal que a = bn.
Alternativamente podemos decir que b es divisor de a o que a es multiplo de b.

Propiedades. Para cualquier a,b € Z,
I.1layalO.
2. [(a]b)AN(b]a)] = a==b
(| B)A(b]A] = alec

a|b = a|bx para todo z € Z

oo W

Siz=y+ 2z conx,y,z € Zy adivide a dos de los enteros x, y y 2, entonces a
divide al entero restante.

6. [(a|b)A(a]|c)] = a]| (bx + cy) para todos z,y € Z.

(La expresion bz + cy se denomina combinacion lineal de b y c).

7. Para 1 < i < n, sea ¢; € Z. Si a divide a cada ¢;, entonces, a | (c1x1 + -+ + ¢, xp)
conx; € Zparai=1,...,n.

Demostracion.

1. a = la, por lo tanto 1 | a para cualquier a. 0 = a0, por lo tanto a | 0 para cualquier
a.

2. Sial|byb]| a,entonces existen ny,ny € Z tales que b = an; y a = bny. Por lo
tanto, b = any = (bny)ny, lo que significa que nyny = 1, y como ambos son enteros,
ny =ny =10mn; =ny = —1. Es decir, a = *£b.

19
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3. Sial|byb|c, entonces existen ny,ny € Z tales que b = an; y ¢ = bnsy. Es decir,
¢ = (any)ns = a(nyng). Por lo tanto, a | c.

4. Si a | b, entonces b = an, lo que implica que bx = (an)x = a(nz), por lo tanto
a|bx.

5. Veamos todos los casos:

» a|zyaly,esdecir,x =an; ey = any. Entonces an; = any + 2 = 2z =
any —any = z = a(n; —ny). Por lo tanto a | z.

» a|yyalz, esdecir,y =any y z = any. Entonces z = any +any = a(ny +ny),
por lo tanto a | z.

ma|zyalz esdecir x =any y z = any. Entonces an; =y +any — y =

any —any = y = a(ny — ngy), por lo tanto a | y.

6. Sia|byalc entonces b = an; y ¢ = any. Entonces, bz + cy = anjx + angy —
bx + cy = a(nix + nay), por lo tanto a | bz + cy.

7. 51 a | ¢ para i = 1,...,n, entonces, ¢; = an;. Entonces cizy + -+ + ¢, o, =
anyzy + -+ -+ anpr, — cxy+ -+ ey, = alngry + - - + n,xy,), por lo tanto
a| (crxy + -+ cpxy). O

Ejemplo 21. ;Existen enteros z, y y z tales que 6x + 9y + 152 = 1077
Supongamos que existen dichos enteros. Como 3 | 6, 3 |9 y 3 | 15, la propiedad 7. dice
que 3 | 107, lo cual es falso, por lo tanto no existen tales enteros.

2.1.2. Ntmeros primos

Para todo n € Z, n > 1, el entero n tiene al menos dos divisores positivos: 1 y n.

Definicion 2.1.2. Los nimeros positivos con exactamente 2 divisores (por ejemplo 2, 3,
5,7, 11) se llaman primos. Todos los demés enteros positivos mayores que 1y que no son
primos se llaman compuestos.

Es decir: p es primo <= p € Z>! y para todo n € Z>° se cumple

nlp = (n=1)Vv(n=p)
Teorema 2.1.1. Sin € Z”! y n es compuesto, entonces existe un primo p tal que p | n.

Teorema 2.1.2 (Teorema de Euclides!). Existe una infinidad de niimeros primos.

2.1.3. Algoritmo de la divisién

Teorema 2.1.3. Si a,b € Z, con b > 0, entonces existen ¢, € 7Z tunicos tales que
a=qb+r,con 0 <r<b.

Ejemplo 22.
1. Sean a =170 y b = 11, entonces ¢ = 15 y r = 5.
2. Sean a =98 y b =17, entonces ¢ =14 y r = 0.

3. Sean a = —45 y b =8, entonces ¢ = -6y r = 3
'Del siglo IV a.C.
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El algoritmo

a,b,q,r € Z;

read(a, b);

ifa=0

then ¢ = 0,7 = 0;

else{
q=0,r=lal;
while (r >b)dor=r—b,q=q+ 1;
ifa<Othenr=r—bgq=q+1,r=—-r,q=—q

}
Ejemplo 23. Sean a = 37, b = 8.

L
5710
. 29 | 1

Bloque while: Tz

133

514

Es decir, que 37 dividido 8 es 4 con resto 5:
37T=4x8+5

Ejemplo 24. Sean a = —37, b = 8.

r 19
370
91 . =L
Bloque while: 119 Bloque if a < 0: -3 | 5
13(3 I
514

Es decir, que —37 dividido 8 es —5 con resto 3:

—37=(-5)%x8+3

2.2. Aritmética modular

2.2.1. Definiciones y propiedades

Definicion 2.2.1. Sean € Z*, n > 1. Para a,b € Z, decimos que a es congruente con b
modulo n, y lo escribimos a =,, b (0 a = b(mod n)), si n | (a —b).

Ejemplo 25.
1. 17 =5 2 porque 5 | (17 — 2).
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2. =7 =¢ —49 porque 6 | (—49 + 7).

Observacion.
a=bn+r <+ a=r vaque b | (a—r)

Teorema 2.2.1. La congruencia moédulo n es una relacion de equivalencia
Demostracion.
Simétrica a =, b <= b=, a, ya que

a=,b <= n|(a—b) < n|(b—a) < b=,a

Reflexiva a =, a ya que n | (a — a).

Transitiva Sia =, by b=, ¢, entonces a =, ¢, ya que

n| (a—b) N nk=a—>b
n|(b—c) np=>b—c
= nk+np=a—-b+b—c
= n(k+p)=a—c
= n|(a—c)
= a=,c O
Definicion 2.2.2. Como una relaciéon de equivalencia sobre un conjunto genera una
particion, para n > 2, la congruencia modulo n divide a Z en n clases de equivalencia:

0)={...,—2n,—n,0,n,2n,...} ={0+nz |z € Z}
M={..,-2n+1,—n+1L1n+1,2n+1,...} ={l+nz |2z ecZ}
2l={...,—2n+2,—1n+22n+22n+2,...} ={2+nx |z € Z}
m—1={..,—n—-1-1n—-12n—-1,3n—-1,...} ={(n—1)+nz |z € Z}
Llamamos conjunto de restos mddulo n (notacion Z,) al conjunto {[0], [1], [2], ..., [n—1]}.

Ejemplo 26. En Z7,9,16,23 € [2], y —6,1,8 € [1].
Propiedades. Sean n € Z' y a,b,c,d € Z tales que
a=,b c=,d
entonces
l.atc=,b+d
2. ac =, bd

Es decir, la suma y el producto son cerrados en Z,. Definimos:

[l + 0] =la+0] vy [a][t] = [ad]
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2.2.2. Ecuaciones de congruencias lineales

Definicion 2.2.3 (Maximo comun divisor). El méximo comun divisor entre los enteros
a 'y bes el entero ¢ siy solosic|a,c|by para todo divisor d de a y b, d | c.
Notacion ¢ = med(a, b).

Para encontrar el maximo comun divisor entre dos nimeros, buscamos sus factores primos
y luego comparamos. El producto de los factores en comun sera el mcd.

Ejemplo 27.
2100 | 2 125 |5
1050 | 2 2515
525 |3 515
175 |5 1
3515
7T
1

Por lo tanto,
2100=2*x3x5*x7 'y 125=5°

Coinciden en 5% = 25, por lo tanto, mcd(2100, 125) = 25.

Teorema 2.2.2. La ecuacion ax =,, b tiene solucion si y solo si med(a,n) | b. En ese

caso, las soluciones son

SR tez
r=x9+ ———
* " med(a,n)’

donde x( es una solucion particular de la ecuacion diofantica axg + ny = b (ecuacion con
soluciones enteras).

Ejemplo 28.
5r =g 2

Notar que med(5,8) =1y 1|2, por lo que la ecuacion tiene solucion.

Sea xy solucion a la ecuacion S5z + 8y = 2.

Entonces xo =2y y = —1, y tenemos = = 2 + 8t, para cualquier ¢.

Por ejemplo, sit =3, 2 =248 x3=26y 5 x 26 = 130 =5 2 ya que 8 | (130 — 2).

2.3. Ejercicios del capitulo

Aritmética entera

2.1. Demostrar el teorema de las propiedades de los divisores.

2.2. Sean a,b,c,d € Z*. Demuestre las siguientes propiedades:
a) [(a]b)A(c|d)] = ac]bd.
b) a|b= ac]|be.

c) ac|bc=a|b.



CAPITULO 2. ARITMETICA ENTERA Y MODULAR 24

2.3.
24.
2.5.

2.6.

2.7.

2.8.

2.9.
2.10.
2.11.

2.12.

2.13.

2.14.

2.15.

Si p, ¢ son primos, demuestre que p | ¢ si y s6lo si p = g.
Sia,b,c € Z' y a| be, {implica esto que a | b o a | ¢?
Para cualesquiera enteros a,b y ¢, demuestre que si a f be, entonces a fby af c.

Sean n € Z*, donde n > 2. Demuestre que si a1, as,...,d,,b1,bs,...,b, € ZT y
a; | b; para todo 1 < i < n, entonces (ajas...ay) | (bibs...by,).

Encuentre tres enteros positivos a, b, ¢ tales que 31 | (5a + 7b + 11¢).
Sia,b,c € Zy 31| (5a+ 7b+ 11¢), demuestre que:

a) 31| (2la+ 17b+ 9c).
b) 31| (6a -+ 27b + Tc).

Sean a,b € Z*. Sib|ay b| (a+2), demuestre que b=10b = 2.
Sin € Z" y n es impar, demuestre que 8 | (n? — 1).
Si a,b € Z* y ambos son impares, demuestre que 2 | (a® + b?), pero 4} (a® + b?).

Determine el cociente ¢ y el resto r para cada caso utilizando el algoritmo de la
division:

a) a=23,b="T. c) a=0,b=42. e) a =434, b= 31.
b) a=—115, b= 12. d) a=37,b=1. f) a=—644, b= 85.
Sin € Z*, demuestre que 3 | (7" — 4™).

Para n € Z*, escriba un programa (o desarrolle un algoritmo) que imprima todos
los divisores positivos de n.

Sean € Zt con n = r;10F + - -+ + 15102 + 110 + ry. Demuestre que

a) 2| nsiysoélosi2|rg
b) 4| nsiysolosid]|r10+rg
¢) 8| nsiysolosi8|ry10% + 710 + g

Establezca un teorema general sugerido por estos resultados.

Aritmética modular

2.16.

Enumerar cuatro elementos de cada una de las siguientes clases de equivalencia:
a) [1] en Z;
b) 2] en Zy;
c¢) [10] en Zy7
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2.17.
2.18.

2.19.

2.20.

2.21.

Demuestre que si a,b,c,n € Z con a,n > 0y b =, ¢, entonces ab =, ac.
Sean a, b, m,n € Z con m,n > 0. Demuestre que si a =, by m | n, entonces a =, b.

Demuestre que para todo entero n, exactamente uno de los enteros n, 2n — 1y
2n + 1 es divisible entre 3.

.Si la aguja de las horas de un reloj marca las 12, qué hora marcard 103 horas
después?

Para cada una de las siguientes ecuaciones de congruencias lineales, determinar si
tiene solucion, y encontrar un conjunto de soluciones en caso de que la tenga.

a) 8l =g 2 g) x=41

b) 8lx =g 27 h) 5x =15 103
c) 8lx =9 0 i) bxr =193 12
d) 2z =32 J) 22 =53

e) 3z =4 18 k) 100z =5 102
f) 3z =136 1) 102x =100 2
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Capitulo 3

Introducciéon a la probabilidad

3.1. Repaso de combinatoria

3.1.1. Variaciones
Ordinarias

Se llaman variaciones ordinarias de m elementos tomados de n en n (con m > n) a los
distintos grupos formados por n elementos tales que:

» Hay mas elementos que los que tomamos
= Importa el orden en que se colocan

= No se puede repetir elementos

La cantidad de variaciones ordinarias de m elementos tomados de a n se calcula de la
siguiente manera:

an:m(m—1)(m—2)(m—3)...(m—n—|—1):(Tn#!n)!

Ejemplo 29. ;Cuéntos ntmeros de tres cifras diferentes se pueden formar con los digitos
1,2,3,4,57

5! 5!
3 _ _ 2 _
V5—(5_3)!—2!—5><4><3—60

Con repeticion
Similar a las variaciones ordinarias, las variaciones con repeticion de m elementos tomados
de n en n, son los distintos grupos de n elementos tales que:

= Hay mas elementos que los que tomamos

= Importa el orden en que se colocan

= Si se puede repetir elementos

La cantidad de variaciones con repeticion de m elementos tomados de a n se calcula de

la siguiente manera:
n o __ n
VR =m

27
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Ejemplo 30. ; Cuantos niimeros de tres cifras se pueden formar con los digitos 1, 2, 3,4, 57

VRE = 5% = 125

3.1.2. Permutaciones
Ordinarias

Se llaman permutaciones de n elementos a las diferentes agrupaciones de esos n elementos
tales que

= Tomamos todos los elementos
= Importa el orden en que se colocan

= No se puede repetir elementos
La cantidad de permutaciones ordinarias de n elementos se calcula de la siguiente manera:
P, =n!

Ejemplo 31. jCuéntos ntiimeros de cinco cifras diferentes se pueden formar con los digitos
1,2,3,4,57

Ps = 5! = 120

Con repeticion

Similar a las permutaciones ordinarias, las permutaciones con repeticion de n elementos
donde el primer elemento se repite my veces, el seqgundo msy veces, el tercero ms veces,
etc, con n = . my, son los distintos grupos que pueden formarse con esos n elementos
de manera tal que

» Tomamos todos los elementos
= Importa el orden en que se colocan

= Si se repiten los elementos

La cantidad de permutaciones con repeticion se calcula de la siguiente manera:

Pn

PR™1M2,m8;
n

Ejemplo 32. Con las cifras 2, 3, 3,4, 4 ;cuantos niimeros de cinco cifras se pueden formar?

5!

1,2,2 . .
PRs 1l x 2l x 2l

30
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3.1.3. Combinaciones
Ordinarias

Se llaman combinaciones de m elementos tomados de n en n (m > n) a los distintos
grupos formados por n elementos tales que:

= Hay mas elementos que los que tomamos
= No importa el orden en que se colocan
= No se repiten los elementos

La cantidad de combinaciones ordinarias de m elementos tomados de a n se calcula de la

siguiente manera:
o VYm o oml
™ P, nl(m-—n)

Ejemplo 33. Se juega un bingo con cinco bolillas: 1,2, 3,4, 5. Cada carton tiene tres cifras.
. Cuantos cartones diferentes existen?

B V3 B 5! 5
Py 3I(5-3) 3Ix2l

Cs 10
Con repeticion

Similar a las combinaciones ordinarias, las combinaciones con repeticion de m elementos
tomados de n enn (m > n), son los distintos grupos formados por n elementos de manera
que:

= Hay mas elementos que los que tomamos
= No importa el orden en que se colocan
= Si se pueden repetir los elementos

La cantidad de combinaciones con repeticién de m elementos tomados de a n se calcula
de la siguiente manera:
(m+n—1)!

nl(m —1)!
FEjemplo 34. En una bodega hay cinco tipos diferentes de botellas. ;De cuantas maneras
se pueden elegir cuatro botellas?

CR = Chnr =

8! 8!

4 __ 4 _ _ —
CR5_C8_4!(8—4)!_4!><4!_

70

Numeros combinatorios

. . . , m
Al nimero C}, también se lo llama numero combinatorio. Se representa por ( ) y se
n

(7)==

lee “m tomado de a n”.
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Propiedades (de los nameros combinatorios).

3-( )()-C)

3.2. Espacio muestral, Eventos, Probabilidad

3.2.1. Espacio muestral

Definicion 3.2.1 (Experiencia aleatoria). Una experiencia aleatoria es aquella que bajo
el mismo conjunto aparente de condiciones iniciales, puede presentar resultados diferen-
tes, es decir, no se puede predecir o reproducir el resultado exacto de cada experiencia
particular

Definiciéon 3.2.2 (Espacio muestral). Dada una experiencia aleatoria, llamamos espacio
muestral asociado a esta experiencia al conjunto de resultados posibles de la experiencia.
Notacion: €).

Ejemplo 35. Consideremos la experiencia aleatoria que consiste en tirar una moneda. El
espacio muestral asociado es 2 = {Ca, Cr}, donde usamos la notacion:

Ca: “La moneda cae en cara”

C'r: “La moneda cae en cruz”

Ejemplo 36. Consideremos la experiencia aleatoria que consiste a tirar un dado de 6 caras.
El espacio muestral asociado es Q = {1,2,3,4,5,6}. Card(Q2) =

Ejemplo 37. Consideremos la experiencia aleatoria que consiste en tirar dos dados dis-
tinguibles. El espacio muestral asociado es

Q=1{1,2,3,4,5,6} x {1,2,3,4,5,6} = {(1,1),(1,2),...,(1,6),...,(6,6)}

Card(92) = 36.

Si los dados fuesen idénticos (o sea, no distinguibles), el espacio muestral asociado seria
Q={(1,1),...,(1,6),(2,2),...,(2,6),(3,3),...,(6,6)}

6x7
2

= 21.

Card(Q) =6+5+4+3+2+1=

3.2.2. Eventos

Definicion 3.2.3 (Evento). Llamamos evento asociado a una experiencia aleatoria a un
conjunto de resultados de esta experiencia. Es decir, un evento es un subconjunto de €.
Para cualquier experiencia, debemos poder decir si un evento asociado ocurre o no.
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Casos particulares

s Un evento elemental es un singleton de 2.
s El evento certero es el mismo §2.

= El evento imposible es ().

Operaciones de conjuntos sobre eventos
Sean A y B dos eventos.

Ocurren Ay B ANB
Ocurren A o B (o ambos) AUB

Si ocurre A también ocurre B ACB
Ocurre lo contrario de A A

Solo ocurre B B\A=BnA

Propiedades. Sean A, B y C tres eventos asociados a la misma experiencia aleatoria.

1. (A)=A

4. Si1 AC B, entonces ANB=Ay AUB=2EB

5 AnNB=AUB  AUB=ANB

6. AN(BUC)=(ANB)U(ANCQC) AU(BNC)=(AuB)N(AUC)
Ejemplo 38.

= No ocurre ningin evento: ANnBNC.
= Ocurre exactamente un evento: (ANBNC)U(ANBNC)U(ANBNCO).
= Ocurre al menos un evento: AU BUC.

» QOcurren los tres eventos: AN BNC.

Definicién 3.2.4 (Incompatibilidad). Dos eventos A y B se dicen incompatibles si no
pueden ocurrir simultaneamente: AN B = ().

Ejemplo 39.

» Ay A son incompatibles.

= () y A son incompatibles.
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3.2.3. Probabilidad de un evento

La probabilidad de un evento es una medicion de la posibilidad de que ese evento ocurra
entre todos los eventos posibles del espacio muestral. Es un ntimero real comprendido
entre 0 y 1. Por convencion, la probabilidad del evento imposible es 0 y la del evento
certero es 1.

Definicion 3.2.5 (Probabilidad). Llamamos probabilidad asociada a una experiencia
aleatoria a una funcién P que verifica:

» P(Q) =1
» Para toda familia (A;);c;cn de eventos incompatibles dos a dos, se cumple

P(UAi) = ZP(Ai)

el iel

Teorema 3.2.1. Sean A y B dos eventos cualesquiera.

1. P(A) =1- P(A)

Consecuencia directa: P(()) = 0.
<

2. Si A C B, entonces P(A) < P(B)
3. P(B\ A)=P(BNA)=P(B)— P(ANB)

4. P(AUB)=P(A)+ P(B)—- P(ANB)
Consecuencia directa: si A y B son incompatibles, P(AU B) = P(A) + P(B).

Demostracion. - -
1. AUA = Q. Entonces 1 = P(Q) = P(AU A) = P(A) + P(A), por definicion de

(
probabilidad (ver Definicién 3.2.5). Por lo tanto, P(A) = 1 — P(A).

2. Casos:

» Si A= B, es trivial, P(A) = P(B).
» SSIAC B, B=AU(B\A). Es facil ver que Ay B\ A son incompatibles. Por
lo tanto, usando otra vez la definiciéon de probabilidad, tenemos:

P(B)=P(AU(B\ A)) =P(A)+ P(B\ A)
Como P(B\ A) > 0, podemos deducir P(B) > P(A).
3. Casos:

= Si AC B, AN B = A. Entonces, usando el mismo razonamiento que en el
punto 2., tenemos

P(B)=P(A)+P(B\A)=P(ANB)+ P(B\ A)

De ahi deducimos que P(B\ A) = P(B) — P(AN B).
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» Si AN B =), entonces B = B\ A, y entonces tenemos
P(B\ A)=P(B)=P(B)—0=P(B)— P(ANB)

» SSANB#0y A ¢ B, entonces (ANB) y (B\ A) son incompatibles. Ademés
B=(ANB)U(B\ A). Entonces

P(B)=P((ANB)U(B\A))=P(ANnB)+ P(B\ A)
Por lo tanto P(B\ A) = P(B) — P(AN B).
4. Casos:
» Si AC B, entonces ANB=Ay AUB = B. Entonces
P(A)+ P(B) - P(AnB)=P(A)+ P(B) — P(A) = P(B) = P(AU B)
» Si AN B = (), entonces, por definicién de probabilidad tenemos
P(AUB)=P(A)+ P(B)=P(A)+P(B)—0=P(A)+ P(B)— P(ANB)

» SANB#0y A¢ B, entonces Ay (B \ A) sin incompatibles. Por lo tanto,
usando el punto 3., tenemos

P(AU(B\ A)) = P(A) + P(B\ A) = P(A) + P(B) — P(AN B)

Dado que AUB = AU(B\ A), deducimos P(AUB) = P(A)+ P(B) — P(AN

B). O

Ejemplo 40. Sean Ay B dos eventos que ocurren con probabilidades P(A) = 1 y P )
, v que los eventos pueden ocurrir simultaneamente con probabilidad P(A N B) =

Calcular la probabilidad de los eventos AUB, ANB, AUBy ANB

e

443-2 _ 5

1 _
6 12 12°
1
6

P(AUB)=P(A)+P(B)—-P(ANB) =
P(ANB)=P(A\B)=P(A) - P(ANB
» P(AUB) = P(A)+P(B)-P(ANB) = P(A)+1-P(B)—P(ANB) =

9-2 _'11

12 12°

= P(ANB)=P(AUB)=1-P(AUB)=1-3 = L.

12

11
3T1
)=4-1-

D=

C».:>||—I
=
[N

3.3. Equiprobabilidad

3.3.1. Definicién y ejemplos
Ejemplo 41.

» Tiramos una moneda, si estd bien balanceada, tenemos las chances de obtener cara
o cruz, o sea P(Ca) = P(Cr) =3
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» Tiramos un dado, si no esta trucado, tenemos las mismas chances de obtener cual-
quier numero, o sea, probabilidad %.

Definicion 3.3.1 (Equiprobabilidad). Llamamos hipotesis de equiprobabilidad a la elec-
cion de de una probabilidad P que verifica que para todos los eventos elementales {w}
del espacio muestral Q, tenemos P({w}) = iy

Teorema 3.3.1. Bajo la hipotesis de equiprobabilidad, para todo evento A tenemos

_ Card(A)
~ Card(Q)

Se suele resumir este céalculo con la formulas:

P(A)

P(A) = Cantidad de casos favorables

Cantidad de casos posibles

3.3.2. Ejemplos clasicos
Numero de elecciones de k£ objetos entre n

Ejemplo 42. Un comité de 5 personas debe ser elegido entre 6 hombres y 9 mujeres de
un grupo. Si la eleccion se hace al azar, jcual es la probabilidad de que el comité esté
constituido por 3 hombres y 2 mujeres?

Empezamos por calcular Card(€2): Debemos elegir 5 personas en un grupo de 15, por lo

que existe (155) elecciones posibles. (155) se lee “5 entre 15”7 y es la cantidad de formas de

elegir 5 objetos entre 15.

Caso general El numero de elecciones diferentes de k£ objetos entre n es igual a (Z)
También es el nimero de partes de k elementos de un conjunto de n elementos. Se calcula

de la siguiente manera:
ny n!
k) kl'x(n—1)

donde n! =n x (n—1) x (n —2) x --- x 1, con la convencion 0! = 1.

-(") (=)=

Volviendo al ejemplo, tenemos que Card(€2) es

15\ 151 15x14x13x12x11x (10l) 15x 14x 13 x 12 x 11
5) 5l'x10! 5! x 10! - 5x4x3x2

Propiedades.

= 3003

Ahora necesitamos calcular Card(A).
A: “3 hombres y 2 mujeres” = “3 hombres” N “2 mujeres”

Card(A) = (g) formas de elegir 3 hombres

9
(2) formas de elegir 2 mujeres
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6\ (9 6! 9!
A = = — 2
Card(4) (3) 8 (2) T

_ Card(A) 720 240
~ Card(Q) 3003 1001

Finalmente,

P(A)

~ 0,2398

Ejemplo 43. Se propone el siguiente juego. Se sacan 5 cartas al azar de un mazo de cartas
de péquer que contiene sélo 30 cartas: las 26 de palos rojos mas 2 de pique y 2 de trébol.
Si se obtiene al menos una carta negra, gana. ;Es justo el juego?

. Card(Q) = (350>
. Card(A)?

A=V, UV, UV,

Vp: “Se obtiene 1 pique + 4 cartas cualesquiera que no son de trébol”
V;: “Se obtiene 1 trébol + 4 cartas cualesquiera que no son de pique”
Vp.i: “Se obtiene 1 de trébol y 1 de pique + 3 cartas”

Los 3 eventos son incompatibles dos a dos. Por lo tanto,

P(A) = P(V,) + P(V)) + P(Vy,)
2 +EE)Y O (?23(%6) +2() ) (G) + QG E)
2 (205) + () +2 % 2(%) + 2 x2(%) 4 20
- (3)
A +2(5) +4(5) +4(5) +26
- (5)
_A) +6(5) +4(5) +26
. (5)
6726
= 2506 ~ 003
Conclusion: El juego es bastante justo.

Permutaciones de un conjunto de n elementos

Ejemplo 44. Elegimos 12 bolitas diferentes y las vamos colocando al azar en una caja
con 12 compartimentos contiguos. ;Cual es la probabilidad que las dos primeras bolitas
elegidas queden una al lado de la otra, en ese orden?

El espacio muestral €2 es el conjunto de permutaciones de 12 bolitas.
Card(2)?

La 1°F bolita tiene 12 lugares posibles.

La 29 bolita tiene 11 lugares posibles.

La 3°F bolita tiene 10 lugares posibles.

ete. ..

Card(2) =12 x 11 x 10 x --- x 1 =121
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Recordatorio. Una permutaciéon de un conjunto de n elementos es una configuracion de
esos n objetos en cualquier orden. El nimero de permutaciones de un conjunto de n
elementos es n!.
Volviendo al ejemplo.

A: Las bolitas 1 y 2 estdn una al lado de la otra.

Aq: Las bolitas 1 y 2 estéan en los lugares 1 y 2 respectivamente.

Ag: Las bolitas 1 y 2 estan en los lugares 2 y 3 respectivamente.

Aq1: Las bolitas 1 y 2 estan en los lugares 11 y 12 respectivamente.

Tenemos:
11

A:Alquu---UAH:UAi

=1

y los eventos Aq, Ao, ..., Aj1 son incompatibles.
Por lo tanto, P(A) = P(A;)+P(As)+---+P(An) yparai=1,...,11, P(4;) = %((’?;)).
Card(A;) = Las bolitas 1 y 2 estéan en lugares especificos, y las otras 10 en los 10
lugares restantes
Card(4;) = 10!
Finalmente,
10! 1
PA)=11x —=—
12! 12

Ejemplo 45. 5 amigos viajan en auto. ;Cuél es la probabilidad de que Alicia y Bruno
vayan adelante?
Card(Q2) = 5!
A: Ay B estan adelante
Ai: A maneja y B va de acompanante
As: B maneja y A va de acompanante
Card(A) =2 x 3!
_2x3l 2 1

P(A = =
(4) 5! ox4 10

Permutaciones de k£ objetos de entre n

Ejemplo 46. Un codigo de 4 cifras es generado al azar por un programa informético.
., Cual es la probabilidad de que el codigo esté compuesto de cuatro cifras distintas?

El espacio muestral €2 es el conjunto de todas las combinaciones posibles de 4 cifras.
Tenemos 10 cifras (0,1,...,9), Card(Q2) = 10 x 10 x 10 x 10 = 10*.

A: “Codigo de 4 cifras diferentes”

Card(A) =10 x 9 x 8 x 7.

10x9x8xT7 9x8x7 504
_ LOX9Xx8XT 9IX8XT — 0,504

P(A = =
(4) 104 103 1000

Observacion.
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Caso general

1. El nimero de permutaciones de k elementos que pueden tomar N valores diferentes
es N*.

2. El namero de permutaciones de k elementos distintos que pueden ser formados por
n elementos es

P,’;:(Z)xk!:(nf—!k)!:nx(n—1)x...x(n—k+1)

Ejemplo 47. 3 estudiantes eligen al azar su horario de cursada de una materia que propone
5 horarios diferentes. ;Cuél es la probabilidad de que queden en grupos diferentes?

Card(Q) = 5.
A: “Los estudiantes quedan en diferentes grupos”

Card(A) =5x4x3=(}) x3 =P}

P53 5x4x3 4x3 12
_ s _2XEXY TXY 248

P(A)_5_3_ 53 52 25

3.3.3. Problemas de urnas

Los problemas de urnas son ejemplos idealizados
para estudiar probabilidad. Se trata de considerar
bolitas de colores en urnas, de donde se toman al
azar un numero de ellas.

Sin reposicién

Ejemplo 48. Se propone el siguiente juego. Se sacan simultaneamente 5 cartas de un mazo
de 48 cartas espanolas. El jugador gana si obtiene al menos 4 figuras. ;Qué tan dificil es
ganar?

cuio) - (*)

A: “Al menos 4 figuras”
Fy: “Exactamente 4 figuras”
F5: “Exactamente 5 figuras”
A=F UF;5
Como Fjy y F5 son incompatibles, tenemos

P(A) = P(Fy) + P(F5)

En un juego de 48 cartas, tenemos 12 figuras (sotas, caballos y reyes) y 36 cartas que no
son figuras.

cuitry - (2) (%) = (12) o
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cutry - (1)

(12) 36 (12)

4 5 1

P(A) = (48) = g5 ~ 0,0109
5

Conclusion: es muy dificil ganar en este juego.

El ejemplo precedente corresponde al esquema general del problema de urnas sin reposi-
ciéon con una urna con bolitas de dos colores.
Los colores corresponden aqui a las figuras, y las cartas que no son figuras.

Caso general Se considera una urna con bolitas de dos colores (o urna de dos catego-
rias) que contiene N bolitas, con N bolitas de color 1 y Ny de color 2 (N7 + Ny = N).
La experiencia consiste en sacar n bolitas, sin reponerlas entre que sacamos una y la
siguiente (o sea, sin reposicion). Nos interesamos al evento A: “obtuvimos p bolitas de
color 17 (con p < n).

cand) = ()

- (3)(%)-()C2)
P(A) = gz%géi

Con reposicion

Ejemplo 49. Retomamos el ejemplo 48, pero esta vez, cada carta se saca de a una, y se
vuelve a meter en el mazo antes de sacar la siguiente.
Los eventos son los mismos, y seguimos teniendo que calcular P(A) = P(Fy) + P(F5).

En este caso,
12\° 1\° 1
PF pu— —_— p— _— = —-—
(F5) <48) (4) 1024

dond 12 cantidad de figuras
nde — = .
48 cantidad de cartas

v (5) < (5) ()

——
4 figuras la no-figura en qué
sacada
saco
negro
' 3 15
=|-] X=Xd=——
4 4 1024
1 15 16

1
— = 0,015625

P(A) = P(Fi) + P(Fy) = T 1021 1024 64

1024
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Caso general Se considera una urna de dos categorias que contiene N bolitas, con
Ny bolitas de color 1 y Ny de color 2 (N; + Ny = N). La experiencia consiste en sacar
n bolitas reponiéndola en la urna cada vez (o sea, con reposicion). Nos interesamos al
evento A: “obtuvimos p bolitas de color 1”7 (con p < n).

() ()

Urnas con méas de dos categorias

Ejemplo 50. En una bodega hay 18 botellas de Malbec, 15 de Merlot y 7 de Cabernet
Sauvignon. Alguien agarra 4 botellas al azar.

1. ;Cuél es la probabilidad que haya agarrado 2 vinos Malbec y 2 Merlot?
2. ;jCual es la probabilidad que haya agarrado al menos una de cada variedad?
3. ;Cual es la probabilidad que haya agarrado exactamente un Malbec?

Estamos ante un caso sin reposicion.
40
Card(92) = < 1 )

1. Sea A el evento “Agarr6 2 Malbec y 2 Merlot”
(18) (15)
2 )\ 2
P4) = 40
4
2. Sea B el evento “Agarr6 al menos una de cada variedad”
18 15 7 18 15 7 18 15 7
2)*\1) ) ") 2 )" () T ) ) ¥ e
P(B) = 40
4
3. Sea C' el evento “Agarr6 exactamente un Malbec”
<18) <22)
1) \3
P(C) = 10
4

Ejemplo 51. Una urna contiene 4 bolitas rojas, 2 verdes y 3 blancas.

1. Sacamos 2 bolitas simultaneamente. ;Cudles son las probabilidades de los siguientes
eventos?

A: “obtener 2 rojas” B: “obtener 2 de colores diferentes”
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2. Mismas preguntas, pero con reposicion.

1. Sin reposicion.

B =rvUrbUuvb, los cuales son incompatibles entre si. Entonces
P(B) = P(rv) + P(rb) + P(vb)
4 2 4 3 2 3
X X X
\d 1 . 1 1 1 1
B 9 9
2 2
_ 841246 26 13 _

9 36 18
2

2
P(A) = <4—1) _ 0 o075

2. Con reposicion.
9) 81

B=roJrbuUuvb

1
P(rv) = P(rva) + P(v1r2) = g X g X 2= 8_(13
P(rb) = Plriba) + Plbars) = 5 % 5 x 2= =
P(vb) = P(v1by) + P(byvs) = g X g X 2= g
_16+24412 52 600

P(B) 81 81

3.4. Ejercicios del capitulo

3.1. Describir el espacio muestral asociado a cada uno de las siguientes experiencias

aleatorias:

a) Lanzar tres monedas y observar si caen cara o ceca.
b) Lanzar tres dados y anotar la suma de los puntos obtenidos.
c¢) Extraer dos bolitas de una urna que contiene cuatro bolitas blancas y tres

negras.
d) El tiempo, con relacion a la lluvia, que hara durante tres dias consecutivos.
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3.2.

3.3.

3.4.

3.5.

3.6.

3.7.

3.8.

3.9.

Lanzamos tres dados. ;Qué lanzamientos dan una suma igual a 117 ;y a 127 ;Cuél
es més probable?

Se considera el sexo de los hijos de las familias de tres hijos. Sea A el evento “la hija
mayor es mujer”’; v B el evento “los dos hijos menores son varones”. ; Cuéles son los
elementos de A y B?

Tenemos una urna con nueve bolitas numeradas del 1 al 9. Realizamos la experiencia
de sacar una bolita de la urna y anotar el nimero. Consideramos los siguientes
eventos:

A: “sale un nimero primo”.

B: “sale un ntimero que tiene raiz cuadrada”.

a) Describir los eventos AN By AU B.

b) Los eventos A y B, json compatibles o incompatibles?

c¢) Describir los eventos contrarios de A y B.

Se lanzan dos dados. Sean los siguientes eventos:

A: “la suma de los dados es impar”.
B: “al menos un dado sali6 17.
C: “la suma de los dados es 5.

Describir los eventos AN B, AUB, BNC, AnNB, AnBnNC.

Sean A, B y C tres eventos asociados a la misma experiencia aleatoria. Determinar
en funcion de P(A), P(B), P(C), P(ANB), P(BNC), P(CNA), PLANnBNC)
las siguientes probabilidades:

a) Solo un evento ocurre.

b) Ocurren dos eventos.

c¢) No ocurre ningin evento.
Consideramos dos eventos A y B. Sean P(A) = 1, P(B) = 2 y P(ANB) = .
Calcular las probabilidades de los siguientes eventos:

E: “ocurre al menos un evento”.

F': “ocurre un soélo evento”.
Sean Ay B dos eventos tales que P(A) =0,2y P(B) =0,4.

a) Elegir (justificando formalmente la eleccién) para P(AN B) uno de los siguien-

tes valores: 0,15 o 0,5. Deducir P(AU B).
b) Elegir (justificando formalmente la eleccion) para P(AU B) uno de los siguien-

tes valores: 0,2 0 0,5. Deducir P(A N B).

En un mazo de cartas espanolas hemos retirado varias cartas. Entre las que quedan,
se dan las siguientes probabilidades de ser extraidas:

P(REY) =0,15  P(BASTOS)=0,3  P(ni REY ni BASTOS) = 0,6
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3.10.

3.11.

3.12.

3.13.

3.14.

3.15.

3.16.

3.17.

3.18.

a) (Esté entre ellas el REY de BASTOS? En caso afirmativo, da su probabilidad.
b) ;Cuéntas cartas hay?

Lanzamos un dado una cantidad ilimitada de veces. Consideramos los siguientes
eventos:

Ay “Se obtiene 6 en el lanzamiento k-ésimo”.
By “Se obtiene 6 por primera vez en el lanzamiento k-ésimo”.

a) Expresar B, en funcion de eventos Ay, con k < n.

b) Calcular P(B,) para un dado balanceado, y su limite cuando n — oc.
Lanzamos un dado 4 veces. Calcular la probabilidad de obtener al menos un 6.

Una urna contiene 4 bolitas rojas, 4 verdes y 2 azules. Sacamos 3 simultdneamente.
., Cual es la probabilidad de obtener las tres de colores distintos?

Se tienen 3 urnas con 50 bolitas cada una, numeradas del 1 al 50. Extraemos al azar
una bolita de cada urna. ;Cuél es la probabilidad de que el nimero mas grande que
se obtenga sea 257

Una urna contiene 8 bolitas rojas, 3 blancas y 9 negras. Extraemos sucesivamente
y sin reponer tres bolitas de la urna. ;Cual es la probabilidad de obtener

a) tres bolitas blancas?

b) en este orden: una roja, una blanca y una negra?

¢) una roja, una blanca y una negra en cualquier orden?
d) dos rojas y una blanca en cualquier orden?

Consideramos dos dados balanceados. ;Qué es méas probable? ;Obtener al menos
una vez un 6 tirando 4 veces uno de los dados, o obtener al menos una vez un doble
6 tirando 24 veces los dos dados?

Se lanzan dos dados balanceados.

a) {Cudl es la probabilidad de que la suma de los dados sea multiplo de 37
b) ;Cual es la probabilidad de que los valores obtenidos difieran en una cantidad
mayor de dos?

Elegimos al azar dos ntimeros de teléfono y observamos las tltimas dos cifra de cada
uno. Calcular las siguientes probabilidades.

a) Que las dos cifras sean iguales.

b) Que su suma sea 11.

¢) Que su suma sea mayor que 7 y menor que 13.

Un dado estéa trucado, de forma que las probabilidades de obtener las distintas caras
son proporcionales a los nimeros de estas. Calcular:
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3.19.

3.20.

3.21.

3.22.

a) La probabilidad de obtener 6 en un lanzamiento.
b) La probabilidad de conseguir un nimero impar en un lanzamiento.
c¢) La probabilidad de obtener 1 por primera vez luego de 3 lanzamientos.
En una clase hay 10 alumnas que usan anteojos, 20 que no, 5 alumnos que usan

anteojos, y 10 que no. Un dia asisten 44 alumnos, encontrar la probabilidad de que
el alumno que falta:

a) Sea hombre. ¢) Sea hombre o mujer.

b) Sea mujer y no use anteojos. d) Use anteojos.

En un sobre hay 20 papelitos, ocho tienen algo escrito y los restantes estdn en
blanco. Calcular la probabilidad de extraer al menos un papelito escrito en cada
caso:

a) Si se saca un papelito. c¢) Si se sacan tres papelitos.

b) Si se sacan dos papelitos. d) Si se sacan cuatro papelitos.

Dos hermanos salen de caza. El primero mata un promedio de 2 piezas cada 5
disparos y el segundo una pieza cada 2 disparos. Si los dos disparan al mismo
tiempo a una misma pieza, jcual es la probabilidad de que la maten?

Se extraen cinco cartas de un mazo de 52. Calcular la probabilidad de extraer:
a) 4 ases. d) Un 9, un 10, una J, una Q, una K.

b) 4 ases y una K. e) 3 de un palo cualquiera y 2 de otro.

¢) 3 cincos y 2 Js. f) Al menos un as.
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Capitulo 4

Estructuras algebraicas

4.1. Algunas estructuras abstractas

4.1.1. Operaciéon binaria interna

Definicion 4.1.1 (Operacion binaria interna). Una operacion binaria interna en un con-
junto es una regla que asigna a cada par ordenado de elementos de un conjunto, algin
elemento del conjunto.

Es decir, ® es una operacion binaria interna en A si para todo a,b € A se tienea®b € A

Definiciéon 4.1.2 (Propiedades). Sea ® una operacion binaria interna en un conjunto A.
La siguiente es una lista de propiedades que puede o no tener dicha operacion:

» Conmutatividad: Si Va,b€e A, a®b=b®a
Asociatividad: Si Va,b,c € A, (a©®b)©c=a® (b®c)

Existencia de elemento neutro: Si de € A tal que Va € A, a ®e=¢e¢® a = a.

Existencia de elemento inverso: SiVa € A,dbe Atalquea ©b=bGa =e.

Existencia de elemento absorbente: Si 4z € Atal queVa € A, a ®z=20a = z.
Ejemplo 52.

1. Definimos la operacién © sobre el conjunto N como

ob— a Sia>b
U=V Sib>a

Notar que ® es la operacion max. La operacidon es una operaciéon binaria interna ya
que toma dos niimeros naturales y devuelve un natural. Es conmutativa, asociativa,
tiene elemento neutro (1), pero no tiene inverso, ni absorbente.

2. Definimos la operaciéon & sobre el conjunto N como

a Sia<b
“@b_{b Sib<a

45
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Notar que & es la operaciéon min. La operaciéon es una operaciéon binaria interna ya
que toma dos nimeros naturales y devuelve un natural. Es conmutativa, asociativa,
no tiene elemento neutro, y por lo tanto, tampoco tiene inverso, pero tiene elemento
absorbente (1).

3. Definimos la operaciéon ® sobre un conjunto A cualquiera como a ® b = a. Es decir,
® es la funcion first. Esta operacion no es conmutativa (a @ b=ay b® a =), es
asociativa (a® (b®c) =ay (a®b) ® c=a®b=a). No tiene elemento neutro, y
por tanto no tiene inverso, ni tiene elemento absorbente.

4. La suma sobre Ny es conmutativa, asociativa, tiene neutro (0), no tiene inverso, y
no tiene elemento absorbente.

5. El producto sobre Z es conmutativo, asociativo, tiene neutro (1), no tiene inverso
(ya que para 0 no existe inverso) y tiene elemento absorbente (0).

6. El producto sobre Z\ {0} es conmutativo, asociativo, tiene neutro (1), tiene inverso,
pero no tiene elemento absorbente.

4.1.2. Magma, semigrupos, monoides y grupos

Definicién 4.1.3 (Magma). Un magma es una estructura algebraica que consiste en un
conjunto y una operacioén binaria interna.

Ejemplo 53. Todos los itemes del ejemplo 52 son ejemplos de magmas:

= (N,0) = (4,©) = (Z,%)
= (N, @) = (No, +) = (Z\ {0}, )

Definicién 4.1.4 (Semigrupo). Un semigrupo es un magma donde su operacion es aso-
clativa.

Ejemplo 54.
= Todos los itemes del ejemplo 52 son operaciones asociativas, y por lo tanto, forman
semigrupo con sus respectivos conjuntos.
» Laresta no es ya que 10 — (2—3) # (10 —2) — 3, y por lo tanto (Z, —) es un magma
pero no un semigrupo.
Definicion 4.1.5 (Monoide). Un monoide es un semigrupo con elemento neutro.
Ejemplo 55.
= Los ejemplos 52.1., 52.4., 52.5. y 52.6. son monoides, en cambio los ejemplos 52.2.
y 52.3. no lo son.

= El conjunto de listas, que incluye la lista vacia, y la operacion concat es un monoide,
ya que la lista vacia es el neutro de la operacion concat, y dicha operacion es
asociativa.
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» (My,.), donde . es el producto matricial, es un monoide, ya que el producto es
asociativo y existe el elemento neutro (7).

Definiciéon 4.1.6 (Grupo). Un grupo es un monoide con elemento inverso.
Ejemplo 56.

= En el ejemplo 52, no hay ningin grupo.

= (Z,+) es un grupo.

» (Ms,.), no es un grupo, ya que no toda matriz cuadrada tiene inversa.

Definiciéon 4.1.7 (Grupo abeliano). Un grupo abeliano es un grupo donde la operacion
es conmutativa.

Ejemplo 57.

» (Z,4+) es un grupo abeliano.

= El conjunto de matrices invertibles con el producto de matrices es un grupo, pero
no es abeliano, ya que el producto matricial no es conmutativo.

4.1.3. Homomorfismos de grupos

Un homomorfismo de grupos es una funciéon entre grupos que preserva la operacion bi-
naria.

Definicién 4.1.8 (Homomorfismo de grupos). Dados dos grupos (G,®) y (H,®), la
aplicacion ¢ : G — H es un homomorfismo de grupos si se verifica que para todos los
pares de elementos a,b € GG,

p(a©b) = p(a)® p(b)

Definicién 4.1.9 (Imagen de un homomorfismo). Sean (G,®) y (H,®) dos grupos, y
sea ¢ : G — H un homomorfismo de grupos. El conjunto de todos los elementos de H
que son la imagen de algtn elemento de G se denota Im(p). Es decir:

Im(p) ={h € H| h=¢(g),para algin g € G}

Teorema 4.1.1. Sean (G,®) y (H,®) dos grupos, y sea ¢ : G — H un homomorfismo
de grupos. Entonces, Im(¢) es un subgrupo de H (es decir, Im(¢) € H y (Im(p),®) es
un grupo).

Demostracion. Ejercicio O

Definicién 4.1.10 (Nucleo o kernel). Sean (G, ®) y (H, @) dos grupos, y sea ¢ : G — H
un homomorfismo de grupos. El conjunto de todos los elementos de G cuya imagen a
través de @ es el elemento neutro H, se llama nicleo o kernel de ¢. Es decir:

ker(p) ={g9 € G| v(9) =en}

Teorema 4.1.2. Sean (G,®) y (H,®) dos grupos, y sea ¢ : G — H un homomorfismo
de grupos. Entonces, ker(p) es un subgrupo de G (es decir, ker(¢) € G y (ker(¢), ®) es
un grupo).
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Demostracion. Ejercicio O

Propiedades. Dado un homomorfismo de grupos ¢ : (G,®) — (H,®), se verifican las
siguientes propiedades:

1. La imagen del elemento neutro de G es el elemento neutro de H: p(eq) = ey,

2. El kernel de ¢ es un subconjunto no vacio: ker(p) # (.

3. La imagen de un inverso es el inverso de la imagen: ¢(a™!) = ¢(a)™.
Demostracion.

1. Sea a € GG. Entonces,

p(a) = plec © a) = plea) © p(a)
pla) = pla®eq) = p(a) ® ¢(eq)

Es decir, p(eq) es el elemento neutro en (H, ®). O, dicho de otro modo, p(eg) = eg.
2. Dado que p(eg) = ey, vleq) € ker(p), y entonces ker(p) # 0.

3. Sea a € G. Entonces,

pla™) @ pla) = pla™ ©a) = ple) = en
pla)®pla) =pla0a™)=yp(ec) = en

Por lo tanto, p(a™!) es la inversa de p(a). Es decir, p(a™') = p(a)~ . O
Teorema 4.1.3. Va € G,Vk € ker(¢), p(a ® k) = p(a).
Demostracion. p(a © k) = ¢(a) ® p(k) = ¢(a) ® eg = p(a). O
Ejemplo 58.

» [ (R,4) = (RY,.), con f(z) = e” es un homomorfismo de grupos.

Demostracion.

e (R,+) es un grupo: + es una operacion binaria interna en R, es asociativa,
tiene elemento neutro (0) y todo elemento a € R tiene inverso, —a.

e (R*,.) es un grupo: . es una operacion binaria interna en R*, es asociativa,
tiene elemento neutro (1) y todo elemento a € R* tiene elemento inverso, /a.

e Y tenemos que f(a+b) = e*? = %t = f(a).f(b). O

Im(f) = R*, ker(f) = {0}.

= Sea M, el conjunto de matrices cuadradas invertibles de tamano n con coeficientes
en R, y sea | -| la operacion determinante. Entonces, |- | : (M,,.) — (R*,.) es un
homomorfismo de grupos.
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Demostracion.

e (M,,,.) es un grupo: El producto de matrices cuadradas invertibles es una
operacion binaria interna, para ver eso solo hace falta mostrar que el producto
da una matriz cuadrada de dimension n, invertible y a coeficientes no nulos. Es
trivial que la matriz tiene la misma dimension n y que sus coeficientes seran no
nulos. Demostramos que tienen inversa: Sean A, B € M,,, entonces, tenemos
que mostrar que AB tiene inversa. AB(B™'A™!) = ATA™! = AA™! = [
(B'A™Y)AB = B™'IB = B™'B = I, por lo tanto B~'A™! es la inversa de

AB.
e (R*,.) es un grupo (ver ejemplo anterior).
e Y tenemos que para todo A, B € M, |AB| = |A||B|. O

Im(]-]) =R, ker(] -|) = {A € M,, [ |A] = 1}

Definicion 4.1.11 (Monomorfismo). Sean (G, ®) y (H,®) dos grupos, y sea ¢ : G - H
un homomorfismo de grupos. Entonces ¢ es un monomorfismo de grupos si es inyectivo.
Es decir, si no existen dos elementos de GG con la misma imagen:

Va,b € G, p(a) = ¢(b) <= a=Db

Teorema 4.1.4. Sean (G,®) y (H,®) dos grupos y ¢ : G — H un homomorfismo de
grupos. Entonces, ¢ es un monomorfismo de grupos si y solo si ker(¢) = {eq}.

Demostracion.

=) Consideremos que ¢ es un monomorfismo. Sabemos que ¢(eg) = ey, por lo tanto
eq € ker(p). Dado que ¢ es inyectiva, no puede haber ningin otro elemento a de G
tal que p(a) = ey, y por lo tanto, no hay mas elementos que eg en ker(y).

<) Consideremos que ker(y) = {eg}. Sean a,b € G tales que p(a) = ¢(b). Sabemos que
o(a™!) es la inversa de p(a) en H, y como que ¢(a) = ¢(b), p(a™') también es la
inversa de ¢(b). Entonces,
pboa) =pb) @ p(a)=ey
pla™ ©b) =p(a™) @ p(b) = en
Por lo tanto, b ® a™! € ker(p) y a™ ' © b € ker(p), es decir, b@a! =a 1 ©b = eg,

y por lo tanto a™! es la inversa de b, lo que implica que a = b. ]

Definicion 4.1.12 (Epimorfismo). Sean (G,®) y (H,®) dos grupos, y sea ¢ : G — H
un homomorfismo de grupos. Entonces ¢ es un epimorfismo si es sobreyectivo. Es decir,
si todo elemento de H es imagen de algtin elemento de G:

Vh € H,h = ¢(g) para algin g € G

Dicho de otro modo, Im(yp) = H.
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Definicion 4.1.13 (Isomorfismo). Sean (G,®) y (H,®) dos grupos, y sea ¢ : G — H un
homomorfismo de grupos. Entonces ¢ es un isomorfismo si es simultdneamente inyectivo
y sobreyectivo, o lo que es lo mismo, biyectivo. Cuando esto ocurre, ambos grupos tienen
la misma estructura algebraica (son isomorfos), y solo se diferencian por los simbolos
utilizados para denotar al conjunto, los elementos y la operacion.

Ejemplo 59. Sea ZP = {n € Z | n es par}. Mostraremos que (Z, +) y (Z?, +) son isomorfos,
es decir, que existe un isomorfismo ¢ : (Z,+) — (Z,+).
Primero tenemos que mostrar que (Z,+) y (Z”,+) son grupos:

(Z,+): + es binaria interna en Z, es asociativa, tiene elemento neutro (0), y todo elemento
n € Z tiene inverso, —n.

(Z,+): + es binaria interna en Z” (notar que la suma de dos niimeros pares es un nimero
par), es asociativa, tiene elemento neutro (0), y todo elemento p € Z? tiene inverso,
—p (notar que si p es par, —p también lo es).

Definimos ¢(n) = 2n. Dado que esta funcion es biyectiva, ¢ es un isomorfismo de grupos,
y por lo tanto, (Z,+) y (ZP,+) son isomorfos.

4.2. Espacios vectoriales

4.2.1. El espacio vectorial K"

Definicién 4.2.1 (Cuerpo). Un cuerpo es una estructura algebraica que consiste en un
conjunto y dos operaciones binarias internas (a las que se les llama aditiva y multiplica-
tiva) con las siguientes propiedades:

» Ambas son asociativas.

Ambas son conmutativas.

La multiplicativa distribuye respecto a la aditiva.

Ambas tienen elementos inversos para todos los elementos del conjunto.

Ambas tienen elemento neutro.
Es decir, (K, ®, ®) es un cuerpo si y solo si

» (K, ®) es un grupo abeliano.
» (K\ {eg},®) es un grupo abeliano, donde eg es el neutro del grupo (K, ®).
» ® distribuye con respecto a ®: a®@ (bdc) = (a®b) B (a® c).

Ejemplo 60.

» (R, 4+, X) es un cuerpo, ya que (R,+) es un grupo abeliano, (R*, x) es un grupo
abeliano, y x distribuye con respecto a +.

= ({T,F},xor,and) es un cuerpo: Ejercicio.



CAPITULO 4. ESTRUCTURAS ALGEBRAICAS 51

Definicién 4.2.2 (El espacio vectorial K”). Dado un niamero natural n fijo y un cuerpo K
a cuyos elementos llamaremos escalares, se llaman vectores de n componentes del cuerpo
K a las sucesiones o sistemas ordenados de n escalares de K, es decir a los elementos de
K"™. Estos vectores son, pues, los objetos

U= (v1,v2,...,0,)
donde vy, vs,...,v, € K. A v; se le llama componente i-ésima, del vector .

Definicion 4.2.3 (Suma entre vectores y producto por un escalar). Sea (K, ®,®) un
cuerpo. En el espacio vectorial K™ definimos las siguientes operaciones:

= Suma de vectores: haciendo abuso de notacién, utilizamos el simbolo + para la
suma de vectores.

U+ U= (ug B vy, ug B g, ... Uy B Uy)
= Producto por un escalar: Sea A € K. Entonces,

M =(ARV, ARV, ..., AR vy,)

Observacion. Son las mismas operaciones que definimos entre matrices. De hecho, los
vectores son matrices de una sola fila, donde las componentes son elementos de K.

Interpretacion grafica (para los espacios vectoriales R? y R?). A un vector (a, b)
de R? lo representamos en el plano como una flecha con origen en (0,0) y fin en (a, b).

Sin embargo, lo tnico importante es la direccion (la pendiente que forma con el eje), el
sentido (para que lado apunta la flecha) y el modulo (el tamano de la flecha), asi que es
perfectamente valido dibujar el vector en cualquier otro lugar del plano, siempre y cuando

esos tres parametros se mantengan:
7@ / %
%

Las operaciones entre vectores se pueden ver graficamente de la siguiente manera:
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02

En R3

[AY

&
~
“

N

N

z

(0,0, 1) |

Observacion. Decimos que AU es proporcional a v.

Propiedades. Sean u,v,w € K", A\, u € K.

1.

2.

8.

<L
+
=
+
&

La suma es asociativa: (o + ¢) + o =

La suma es conmutativa: @ + v = ¥ + 4.

es anélogo. Por ejemplo, el vector (1,1, 1) se grafica de la siguiente manera:

Existe elemento neutro respecto a la suma, llamado vector nulo v+ 0 = ¥, donde
0= (6@,6@,. .. ,6@).

Para cada ¥ existe un vector —¥ tal que ¢+ (=¢) = 0. Si ¢ = (vy,v9,...,0y),
entonces — = (—vy, —vs, ..., —0,), donde —wv; es el inverso de v; con respecto a @.

A —¥ se le llama opuesto de .
AU+ V) = M\ + M.

(A p)0 = A0+ po.

A(pv) = (A @ p)v.

6@77 = U

Demostracion. Ejercicio

]

Observacion. A partir de ahora, para ayudar a la intuicion, escribimos 0 para eq y 1 para

(T

Consecuencias.
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1. 0Z=0 3. M=0=[A=00a=0
2. M0=0 4. (=N = \N—@) = —(\a)
Demostracion. Ejercicio O]

Definicién 4.2.4 (Combinacion lineal o dependencia lineal). Se dice que un vector ¥ es
una combinacion lineal de los vectores 1, ua, . . ., U, 0 que ¥ depende linealmente de ellos
si existen escalares Ai, Ao, ..., A\, tales que

U= M\ + Xotly + -+ + AUy,

Observacion. La dependencia lineal es transitiva: si v depende linealmente de unos vec-
tores y cada uno de estos dependen linealmente de otros, ¥ depende linealmente de éstos
ultimos.

Definicion 4.2.5 (Conjunto linealmente dependiente). Se dice que un sistema de vectores
(o conjunto de vectores) S = {¥y,s,...,U,} es un conjunto linealmente dependiente (o
LD) si se verifican las siguientes propiedades (que son equivalentes entre si):

1. Alguno de los vectores de S depende linealmente de los demés.
2. Para algunos escalares A\j, A2, ..., Ay, que no son todos nulos, se verifica
MU+ Agtly + -+ N\, = 0
Ejemplo 61.
1. El vector nulo 0 es combinacion lineal de cualesquiera vectores @y, ¥s, . . . , U, ya que
0 =00 + 00y + - - + 00,
Por lo tanto, si 0 € S, S es linealmente dependiente.

2. Sean

= (2,—1,5,1) iy =(-1,3,-2,0) u3=(3,1,8,2) v=(1,-8,1,—1)

El vector ¥ depende linealmente de los vectores 1, iy v U3, ya que
U=y — 2Uy — U3
Hay otras maneras de expresarlo, por ejemplo
U= —u; — 3us + Ouz
O sea que U es también combinacion lineal solamente de u; y s.

Teorema 4.2.1. Si @, ds,...,d, son p vectores de K", con p > n, entonces S =
{61762, ce ,ap} es LD.
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Demostracion. La prueba esté en la pagina 28 del libro
J. de Burgos, ALGEBRA LINEAL, 3ra ed., Mc Graw Hill, 2006

Se recomienda leerla. ]

Definicién 4.2.6 (Conjunto linealmente independiente). Se dice que un sistema o con-
junto de vectores S = {0}, 7s,...,7,} es un sistema linealmente independiente (LI) si se
verifica una de las siguientes propiedades (que son equivalentes entre si):

1. El sistema S no es linealmente dependiente (es decir, ninguno de sus vectores de-
pende linealmente de los demas).

2. La tnica combinacion lineal de vectores de S que es nula es la que tiene todos sus
coeficientes nulos. Es decir:

MO 4+ Xty + -+ M0, =0= A\ =X=---=X,=0

FEjemplo 62. Sean @ = (3,1,7,—5,4), b= 0,2,4,-3,-2), ¢=(0,0,—6,5,1).
ad + fb+~é=0

es un sistema de ecuaciones con soluciéon tnica aw = = v = 0. Por lo tanto, {d, b, ¢} es
LI

Veamos:
a(3,1,7,—-5,4) + 5(0,2,4, -3, —2) + v(0,0,—6,5,1) = (0,0,0,0,0)

implica que

3 =0
a + 206 =0
Tao + 48 — 67 =0
—ba — 38 + 5y =0
dao — 286 + v =0
y la tnica solucion a este sistema es a« = =~ = 0.
Teorema 4.2.2 (de existencia del rango). Para cualquier sistema S = {03, v, ..., v,} de

p vectores, no todos nulos, se verifica que:
1. Hay algun sistema Sy C S tal que

a) Spes LI

b) Todos los demés vectores de S dependen linealmente de los de S

2. Todos los sistemas Sy de vectores de S que satisfacen 1.a y 1.b tienen el mismo
nimero de vectores.

Corolario 4.2.3. Para cada sistema S = {7}, 0, ..., 0} de vectores no nulos, existe un
niumero r tal que
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1. Hay un sistema formado por r vectores de S que es LI.
2. Todo sistema formado por méas de r vectores de S es LD.

Este ntumero r es entonces el mayor nimero de vectores LI que hay en S y se le llama
rango de S.

Teorema 4.2.4 (del Rango). Sea S = {dy,ds, ..., dn} C K" con @; = (a1, @iy - -, Qin)-
Consideremos la matriz
a1 a12 e Q1n
a91 a92 e A9y,
A=
Am1 Am2 ... AOmn

Entonces, rango S = rango A.

Observacion. Si tomamos la matriz AT donde las columnas son los vectores de S en lugar
de las filas, el rango es el mismo.

4.2.2. Espacios, subespacios y combinaciones lineales

Hasta ahora no definimos lo que era un espacio vectorial. S6lo definimos los elementos
(vectores) del espacio vectorial K", con n fijo y K un cuerpo. También definimos las
operaciones suma y producto por escalar. Las propiedades que tiene este modelo concreto,
que coinciden con las de otros muchos ejemplos, se tomaran como punto de partida para
definir los espacios vectoriales. Vamos a definir, justamente, un espacio vectorial como un
conjunto con dos operaciones que cumpla con ciertas propiedades, como una estructura
algebraica mas.

Concepto de espacio vectorial

Definicion 4.2.7 (Espacio vectorial). Sea V' un conjunto dado, a cuyos elementos lla-
maremos vectores. Se considera también un cuerpo K, a cuyos elementos llamaremos
escalares. Se dice que V' es un espacio vectorial sobre K si dispone de las siguientes
operaciones “suma” y “producto por escalar’, y se satisfacen las siguientes propiedades:

1. Una operacion + interna en V' (suma de vectores) tal que se cumplen los siguientes

axiomas:
a) (Asociatividad) Vi, v, € V se cumple (4 + 7) + @ = 4 + (U + o).
b) (Conmutatividad) Vi, ' se cumple 4 + v = U+ 4.
¢) (Existencia de elemento neutro) 30 € V' tal que Vi € V se cumple @ 4 0 =
d) (

U
Existencia de inversos) para cada @ € V, existe —& € V tal que 4+ (—u) = 0.
v

2. Una operacion externa (producto por escalar) que a cada pareja A € K, 4 €
asocia un vector Au, tal que se cumplen los siguientes axiomas:

a) Vi,v € V, X € K se cumple (4 + U) = M + \v.
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b) Vi € V, A\, € K se cumple (A + p)@ = M + pa.
c) Yu € V,\, n € K se cumple \(uid) = (Ap)v.
d) Yu € V se cumple 14 = 4, donde 1 es el elemento neutro de la operacion
multiplicativa en el cuerpo K.
Observaciones.
» Los cuatro axiomas que afectan a la suma se pueden resumir diciendo que (V,+)
es un grupo abeliano.
= Por ser (V,+) un grupo:
e El vector nulo 0 es tnico.

e Cada vector u tiene un solo opuesto —.
e Siu+ v =1+ W entonces U = 0.

» Como en todo grupo, escribimos @ — ¢ para @ + (—7).
Ejemplo 63.
1. K" es un espacio vectorial sobre el cuerpo K, como vimos en la seccién precedente.

2. Sea V = F(C,K) el conjunto de las funciones definidas en un conjunto C'y con
valores en el cuerpo K. Entonces, V' es un espacio vectorial sobre K con las siguientes
operaciones:

Vf,geV, f+gestal que Vo € C, (f+g)(x) = f(x) + g(z)
VieV,Ae K, \f estal que Ve € C, (A\f)(x) = \f(x)

3. El conjunto V' = K]z] de los polinomios con coeficientes en K y con variable x, es un
espacio vectorial sobre K respecto de las operaciones usuales de suma de polinomios
y producto de un escalar por un polinomio.

4. El conjunto V' = M, «,, de matrices de dimensiéon n x m cuyos elementos pertenecen
al cuerpo K, es un espacio vectorial respecto de la suma de matrices y el producto
de un escalar por una matriz.

Consecuencias (de los axiomas de espacios vectoriales). En un espacio vectorial V' sobre
un cuerpo K, para cualesquiera que sean 4,7 € V' 'y A\, u € V se verifica que:

1. AM0=0 4. Mi=piyi+#0 = \=pu
2. 0 =0 5. Mi=My 40 = i=10
3.M=0 = [A=0061=0 6. (—\)d = A=) = —\ii

Demostracion. Ejercicio (y si no sale, verla en la pagina 118 del libro de Burgos). [
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Subespacio vectorial

Se llaman subespacios de un espacio vectorial V' a aquellos subconjuntos de V' que forman
un espacio vectorial con las mismas operaciones que V.

Definicién 4.2.8 (Subespacio vectorial). Sea V' un espacio vectorial sobre el cuerpo K
y sea U C V. Se dice que U es un subespacio vectorial de V si las operaciones de V son,
también, operaciones para U, y con ellas U es un espacio vectorial sobre K.

Teorema 4.2.5 (Caracterizacion de espacios vectoriales). Sea V' un espacio vectorial
sobre el cuerpo K y sea U C V. U es un subespacio vectorial de V si, siendo U # () se
cumplen las siguientes condiciones:

1. Siu,v € U, entonces © + v € U.
2. SiAe K, u e U, entonces \ui € U.
Ambas condiciones se pueden sustituir por la siguiente condicion:
3. Siu,ve Uy A uée€K, entonces \u + uv € U.
Es decir: “toda combinacién lineal de vectores de U esta en U”.
Observaciones.

El vector nulo pertenece a todos los subespacios de un espacio vectorial.

Para todo espacio vectorial, O = {6} es un subespacio vectorial del mismo. A este
subespacio se le llama subespacio nulo.

Todo espacio vectorial es subespacio vectorial de si mismo.

A los subespacios vectoriales de un espacio V' diferentes de V' y O se les llaman
subespacios propios.

Ejemplo 64.

1. El conjunto U = {(x,y,2) € R? | 3z — 2y + 4z = 0} es un subespacio vectorial del
espacio R3.

2. El conjunto de las matrices reales simétricas de tamano 7 X 7 es un subespacio del
espacio vectorial de las matrices reales de tamano 7 x 7.

Teorema 4.2.6. Sean U y W dos subespacios vectoriales del espacio vectorial V. En-
tonces U N W es también un subespacio vectorial de V.

Ejemplo 65. Sea V el espacio vectorial real de las funciones de R en R. Sea U, el subespacio
de V' que forman las funciones acotadas y sea U, el subespacio de V' que forman las
funciones polinémicas. La interseccion U; NUs es un subespacio que esté formado por las
funciones constantes.
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Subespacio engendrado por un sistema de vectores

Teorema 4.2.7. Sea S un sistema de vectores de un espacio vectorial V' sobre el cuerpo
K. El conjunto de todas las combinaciones lineales de los vectores de S es un subespacio
vectorial que se llama subespacio engendrado por S y se denota poniendo (S) o

<ﬁl,ﬁg,...,ﬁp> :{)\161+)\262+"'+)\p6p ’ )\iEKparaizl,Q,...,p}

También se dice que S es un sistema generador de (S). Este subespacio, (S), es el menor
de todos los subespacios que contienen a S.

Ejemplo 66.

1. En el espacio vectorial R, los vectores @ = (1,2,0,0),v = (0,3,—1,0) y @ =
(0,0,5,4) engendran el subespacio:

(@, 0, @) = {(A, 2\ + 3p, —p + 5, 4v) | A, p,v € R}

2. En el espacio vectorial R[z] de polinomios reales con variable x, consideramos los
siguientes polinomios:

plz)=1—2x q(z) =1 — 22 r(z) = 2r + 2

El subespacio vectorial engendrado por p(z), q(z) y r(z) estd formado por todos
los polinomios siguientes (al variar «, 5,7 € R):

ap(z) + Bq(x) +yr(z) = (a+ B) + (—a + 2y)z + (B + 1)’ (4.1)

Notar que este subespacio no es otro que el de los polinomios de grado menor o
igual que 2, ya que cualquier polinomio a + bx + cz? puede expresarse en la forma
(4.1), sin méas que tomar « =2a+b—2¢, f=—a—b+2cyy=a+b—c.

Definicion 4.2.9 (Sistemas equivalentes de vectores). Sean S = {uy, Uy, ..., u,} y T =
{¥, Vs, ...,7,} dos sistemas de vectores de un espacio vectorial V. Se dice que Sy T" son
sistemas equivalentes si engendran el mismo subespacio, es decir (S) = (T), esto es, si
todo vector de uno cualquiera de los sistemas S o T" depende linealmente de los vectores
del otro.

Esta relacion entre sistemas de vectores de V' es una equivalencia, es decir, es reflexiva,
simétrica y transitiva.

Ejemplo 67. Consideramos los siguientes vectores de R3:

@=(1,0,1) b=(0,1,1) ¢=(1,1,2) @=(2,1,3) 7=(1,2,3)

Es facil comprobar que (d, g,E} = (i, V), ya que ambos estan formados por vectores
(r,y,2) € R3 tales que z +y = 2. Por lo tanto, los sistemas {@,b,c} y {u,v} son
equivalentes.

Propiedades (de la dependencia e independencia lineal). Se consideran aqui vectores de
un espacio vectorial V' sobre un cuerpo K.
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1. Un sistema de vectores S = {u;, U, ..., u,} es linealmente dependiente si y solo si
alguno de sus vectores depende linealmente de los demaés.

2. Dos sistemas de vectores S = {Uy,Us,..., Uy} y T = {¥},0,...,7,} son equiva-
lentes, o sea, (S) = (T') si y so6lo si todo vector de uno de los sistemas depende
linealmente de los vectores del otro, y reciprocamente.

3. Si S es un sistema linealmente independiente de vectores y ¢ es un vector que no
depende de los vectores de S, entonces el sistema S U {0} es linealmente indepen-
diente.

Teorema 4.2.8 (Fundamental de la independencia lineal). Sea V' = (G) donde G =
{ty, s, ..., u,}. S1 1T ={vh,vs,...,0,} CV yIesLI entonces h < p.

4.2.3. Bases y coordenadas
Espacios de dimensién finita

Definicién 4.2.10 (Dimension finita). Un espacio vectorial V' se dice que es de dimension
finita si estd generado por un nimero finito de vectores, es decir, si en V' existe algin
sistema de vectores S tal que V = (S5).

Definiciéon 4.2.11 (Base). Si V' es un espacio vectorial de dimension finita, se dice que un
sistema de vectores B es una base de V si verifica cualquiera de las condiciones siguientes
(que son equivalentes entre si):

1. (By=V y BesLL

2. Todo vector de V' se puede expresar de una tinica manera como combinacién lineal
de los vectores de B.

Ejemplo 68.

. io v i v
1. En el espacio vectorial K", donde K es un cuerpo, los n vectores

ey =(1,0,...,0), é&,=(0,1,...,0), ..., €,=1(0,0,...,1)
forman una base, llamada base canénica de K". Asi ocurre, en efecto, ya que B =
{€1,85,...,€E,} es:
» Generador, puesto que cualquier vector (x1, s, ..., x,) de K" es combinacion

lineal de los vectores de B, ya que
(21,22, ...,%n) = X1€1 + Tolo + -+ - + €,

» LI, ya que la relacion A&+ Xo@+- - -+ A€, = 0 equivalen a (A, Aoy ) =
(0,0,...,0). Es decir, \y = Ao =--- =X, =0.
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2. En el espacio vectorial M,,,, de las matrices reales de tamano n x m, las n-m

siguientes matrices Ej;, parai = 1,...,ny j = 1,...,m forman una base, siendo
E;; la matriz que tiene todas sus componentes en 0 excepto en la posicion ¢j que
vale 1.

En efecto, B = {E;; | it = 1,...,n,j = 1,...,m} es generador e independiente,
pues:

» Cualquier matriz A = (a;;) € M« es combinacion lineal de las matrices de

B, ya que
A = Z Z aijEij

i=1 j=1

» La tnica combinacién lineal nula de las matrices £;; es la que tiene todos los
coeficientes nulos, ya que

ZZ)\’LJEZ] =0 = ()\l]) =0 = Viajv )\ij =0

i=1 j=1

Teorema 4.2.9 (Existencia de bases). Cualquier sistema generador de un espacio vecto-
rial de dimensioén finita, V' # O, incluye a una base de V. En consecuencia, todo espacio
vectorial V' # O de dimensién finita tiene alguna base.

Teorema 4.2.10 (de la dimension). Todas las bases de un espacio vectorial V' # O de
dimension finita tienen igual ntmero de vectores. A este niimero se le llama dimension

del espacio V' y se lo representa con dim V.
Por convencién, dim O = 0.

Propiedades (de las bases y la dimension). Si S = {uy, us,...,u,} es un sistema de
vectores de un espacio vectorial V' de dimension finita, entonces se verifica que

1. Si (S) =V entonces p > dim V.

2. Si S es LI, entonces p < dim V.

3. Si(S) =V ySesLI entonces p=dimV y S es base de V.

4. Si S es LIy dimV = p, entonces S es base de V.
Observaciones.

1. La dimensién de un espacio vectorial V' es el nimero méaximo de vectores de V
linealmente independientes.

2. La dimensiéon de un espacio vectorial V' es el ntiimero minimo de vectores de un
sistema generador de V.
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Teorema 4.2.11 (de la base incompleta). En un espacio vectorial V' de dimension finita,
todo sistema LI de vectores puede completarse hasta obtener una base.

Dicho de otro modo:

Si V' es un espacio tal que dimV = n y si S = {u,uUy,...,V,} es un sistema LI de
p vectores de V', con p < n, entonces es posible encontrar (mejor dicho, existe) algin
sistema S’ de n — p vectores de V' tal que S U S’ sea una base de V.

Mas aun, los vectores de S’ se pueden tomar de entre los de una base cualquiera de B.

Ejemplo 69. En el espacio vectorial R3, los vectores @ = (1,—1,2) y b = (0,1,—2) son
LI y, por ello, es seguro que hay algin vector ¢ € R? tal que {d, I;, ¢} es una base de R3.
Es mas, el vector ¢ que se puede elegir de muchas maneras,puede ser,en particular, uno
de los tres vectores de la base candnica (o también de cualquier otra base), que son los
vectores €; = (1,0,0), €5 = (0,1,0) y €5 = (0,0, 1). Notese que ¢ no puede ser €7, ya que
€1 =d+ b. Sin embargo, si puede tomarse ¢ = €5, ya que €5 es linealmente independiente
de d@yb.

Teorema 4.2.12. Si U es un subespacio del espacio vectorial V', entonces dim U < dim V/,
donde la igualdad es valida solo si U = V.

Rango de un sistema de vectores

Vamos a generalizar la nociéon de rango que dimos para K" a cualquier espacio vectorial.

Definicion 4.2.12 (Rango). Se llama rango de un sistema S de un namero finito de
vectores de un cierto espacio, a la dimension del subespacio que engendra S. Es decir:

rang S = dim((5))

El rango de S es, entonces, el mayor nimero de vectores linealmente independientes que
hay en S.

Observaciones.

1. Un sistema de vectores S es LI si y solo si su rango es igual al nimero de vectores
que lo conforman.

2. En un espacio vectorial de dimensién finita, un sistema de vectores es generador si
y s6lo si su rango es igual a la dimension del espacio.

Definicion 4.2.13. Sea V' un espacio vectorial de dimension finita sobre un cuerpo K.
Dada una base B = {€,€és,...,€,} de V, se sabe que para cada vector v € V existen
unos unicos escalares vy, vq, ..., v, € K tales que

U= U151+U2€2+"‘+Un€n

Entonces, si dice que la n-upla (vq,vs,...,v,) es el sistema de coordenadas del vector ¥/
en la base B.
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Teorema 4.2.13 (Céalculo del rango). Sea V' un espacio vectorial sobre un cuerpo K, que
tiene dimensién n y sea B una base de V. Dado un sistema finito S = {u, Uy, ..., U}
de vectores de V', si S* = {u7, U5, ..., 1y} es el correspondiente sistema de sus n-uplas de
coordenadas (es decir, vectores de K™), se verifica que:

Lo Ayily + Aoty + -+ + Ny = 0 <= M@} + Aoily + -+ + Apil = 0
2. rang S =rang S*

Ejemplo 70. En el espacio vectorial M5 de matrices reales de tamatio 2 x 3, consideremos
el sistema S = {M;, My, M3, M}, formado por las cuatro matrices:

10 0 2 -1 0 3.1 2 03 2
Ml—(z 1 —1) MZ_(:& 0 1) Ms (42 0) M‘*_(o 3 —3>

Usando la base canénica de M3, los vectores de coordenadas de las matrices dadas son,
respectivamente:

71 =(1,0,0,2,1,-1) @ =(2,-1,0,3,0,1) @ =(3,1,2,4,2,0) @ = (0,3,2,0,3,—3)

El rango del sistema dado S es igual al rango del sistema S* = {¢}, Uy, U3, U4 }. Al rango
de este sistema de vectores de R lo calculamos con el método de Gauss, y obtenemos
que rang S = rang S* = 3.

4.3. Ejercicios del capitulo

4.1. Demostrar que una operaciéon binaria definida en un conjunto de un sélo elemento
es asociativa y conmutativa.

4.2. Muestre las propiedades que posee la siguiente operacion sobre A = {a, b, c}:

*

al|b|c
alc|b]a
b|blc|b
cla|b|c

4.3. Escribir la tabla de las operaciones logicas AND, OR y XOR, y muestre qué pro-
piedades cumplen estas operaciones.

4.4. Sea S un conjunto con exactamente un elemento. ;Cuéntas operaciones binarias
diferentes pueden definirse en S? Reponda la pregunta para el caso de S con 2
elementos; con 3 elementos; y con n elementos.

4.5. Sea S el conjunto de todas las funciones que van de todos los reales a todos los reales,
y f v g dos elementos de S, demuestre para cada caso si * define una operaciéon
binaria interna:

a) (f*g)(x) = f(x) + g(z)
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4.6.

4.7.

4.8.

4.9.
4.10.
4.11.

4.12.

4.13.

b)
c)

(f xg)(z) = f(g())
(f xg)(x) = f(x)/g(x)

Dados a,b,c,d € S, demuestre que si * es una operaciéon conmutativa y asociativa
en S, entonces (axb) * (cxd) = ((dxc)*a)*b

Demostrar que si para una operaciéon en un conjunto cualquiera A existe un elemento
neutro, éste es tnico.

Responda los siguientes items (justifique sus respuestas):

h)

)

. La mezcla de colores sobre el conjunto de colores primarios forma un magma?
. Por qué?

Dar un ejemplo de magma sobre Z que no sea un semigrupo.

. La operaciéon de minimo sobre el conjunto N, qué estructura algebraica forma?
Forme un magma utilizando una operacion relacional.

Forme dos monoides utilizando operaciones sobre conjuntos.

. Qué estructura algebraica forma la suma de clases de equivalencia de la rela-
cion modulo n? ;Y la multiplicacion?

. Curso Estructuras de Datos? Dados z (neutro de un monoide) y la opera-
cion <+> (operacion binaria de un monoide), describa algunas operaciones que
generaliza la siguiente funcion:

g [l =2z
g (x:xs) = x <+> g xs

Dado el tipo Persona, un registro con edad y nombre, ;puede formarse algiin
monoide?

. Qué estructura algebraica forman las funciones y la composicion de funciones?

Demuestre que < N, 4+ > no es un grupo

Demuestre que Q* con la multiplicacion en Qt forman un grupo abeliano

Demostrar que para cualquier grupo < G,* > con neutro e, a € G, y n € N, se

cumple a” x a~

nze

Con la siguiente tabla, resuelva la ecuacion a xb*xx =bx* b

*

al|b|c
alal|b|ec
b|b|lc|a
clclalb

Forme un grupo con la suma entre matrices y otro con la multiplicacion entre
matrices.
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4.14.

4.15.

4.16.

4.17.

4.18.

4.19.

4.20.

4.21.

4.22.

4.23.

4.24.

4.25.

Si * es una operacion binaria en un conjunto S, un elemento x de S es idempotente
para x si xxx = x. Probar que un grupo tiene exactamente un elemento idempotente.

Un grupo < G, * > es ciclico si existe un a € G que operado con si mismo permite
generar (G. Encuentre dos ejemplos de grupos ciclicos: uno donde G sea un conjunto
infinito, y otro donde G sea un conjunto finito.

Sean los grupos < R\ {0},. > y < R, x >, mostrar que la funcion f(z) = |z| es
un morfismo de grupos.

Plantear dos isomorfismos entre una estructura formada con una operacion del
Algebra de Bool y otra con una operacion entre las clases de equivalencia modulo 2.
Consejo: utilice las tablas de las operaciones. ; Ambos isomorfismos son de grupos?

Sean los monoides < {V, F'}, A >y < {V, F'},V >, mostrar que la funcion f(p) =
—p es un isomorfismo de monoides. ;Lo mismo ocurre de manera similar con <

0(A),U>y < p(A),Nn > con f(S) =52
Discutir por qué Z bajo la suma no es isomorfo a R bajo la suma
Desafio: resolver alguno de los siguientes items

a) Un automorfismo es un isomorfismo de una estructura algebraica consigo mis-
ma. Encontrar un ejemplo de automorfismo.

b) Mostrar un isomorfismo entre R bajo la suma y R* bajo la multiplicacion.

Si ninguno de los vectores s, s, . . . 4, depende linealmente de S = {v7, v, ... U},
ipuede ocurrir que alguna combinacion lineal de aquellos dependa linealmente de

S?

Estudiar si los siguientes sistemas de vectores de R?® son linealmente dependientes
o independientes:

a) {(5,3,1),(1,3,2),(1,1,1)} b) {(3,2,1),(1,-3,2),(—-1,-2,3)}

Sean @ = (—1,2), ¥ =(0,1) y A = 2. Resolver graficamente:

a) U+ 7. b) . c) —A\U. d) U— .

Si @ y U son dos vectores distintos, analizar si algunos de los vectores
24+ Nu+ (3—-N)
con \ escalar, pueden ser iguales.

Sean S = {¥},Va,...,0,} y T = {iy,Us, ..., u,} dos sistemas de vectores. Si tanto
S como T son LI y todos los vectores de T' son independientes de S, jel sistema
SUT es forzosamente LI?
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4.26.

4.27.

4.28.

4.29.

4.30.

4.31.

4.32.

4.33.

Sea S = {Uy, Uy, ..., U,} un sistema de vectores de R". Si es p > n, comprobar que
el sistema S es LD.

Sean @ = (2,3,5), v = (1,2,3) y @ = (2,1, 3). Analizar si existen escalares a;, b; y
¢; tales que los vectores

r = alﬁ + blﬁ + 01117
g = agl_l: + bgg + CQU_;
Z = CL31_1: + 6317 + 03217
sean LI
Sean 1, Us, . . ., U, los siguientes vectores de R": el vector u; (parai = 1,2,...,n)

tiene todas sus componentes valiendo 1 excepto la 2 que vale h. Hallar el rango de
{ty, s, ..., uU,} en funcion de h.

Hallar el rango del sistema S = {u;, Uy, U3, Uy, U5, g} siendo:

ﬁl - (2767_1707_1) ﬁQ = (27_2717_372) 63 - (374717_172)
64 = (17_2727—172) ﬂ)5 = (_17_1717271) 66 = (1787_3717_4)

Sean R = {uy, Uy, ..., Uy} y S = {V),Va,...,0,} dos sistemas de igual nimero de
vectores cuyos rangos respectivos son r y s. Considerar el sistema T = {u; =
W+ U |i=1,2,...,p}. Probar que rang T < r + s.

Sean V; y Vi dos espacios vectoriales (con el mismo cuerpo de escalares) y considé-
rese el producto cartesiano Vi x V5, en el que se definen la suma y el producto por
un escalar mediante:

(’(71, 172) + (ﬁl,ﬁg) — (171 + ﬁl, 172 + ?7:2)

)\(171, 172) - (/\171, )\’172)

Probar que con esas operaciones el conjunto V; x V5 es un espacio vectorial. Si V}
y V5 tienen dimension finita, probar que

dim(V; x V3) = dim Vj + dim V4
Probar que el conjunto €' (R, R), de las funciones continuas de R en R, es un espacio
vectorial real respecto de las operaciones usuales.

Considerar el espacio vectorial V' = .#5, de las matrices cuadradas de tamano 2 X 2,
y sea S = (My, My, M3, M,) el sistema formado por las matrices:

00 0 1 11 10
we(o) e @) e oa) o)

a) Comprobar que S es una base de V.

b) Hallar las coordenadas 1, z2, x3, 24 en la base S de una matriz genérica M de

()
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4.34. Hallar los valores que hay que asignar al parametro « para que las siguientes matri-
ces no formen base del espacio vectorial .#5, de las matrices cuadradas de tamano

4.35. En el espacio vectorial de las matrices reales y simétricas de tamano 3 x 3, se
consideran las matrices:

1 2 -1 2 4 =2 1 3 2
Mi=| 2 3 4 My=\|4 6 8 Ms=13 2 6
-1 4 -2 -2 8 —4 2 6 0
1 45 2 7 3
My=14 1 8 Ms=1|7 3 9
5 8 2 391
Hallar la dimensiéon y una base del subespacio que engendran estas 5 matrices.

Obtener las coordenadas de todas ellas en la base elegida.

4.36. En el espacio vectorial V' = .Z (R, R), de las funciones de R en R, se considera el
sistema de funciones:

S = {1,sinx, cos z, sin 2z, cos 2z}

a) Comprobar que S es LI.

b) Hallar una base B del subespacio que engendran las funciones:

fi(x) =1—2sinz + 3cosz — sin 2z

fo(z) = sinx + cos — 2sin 2z — cos 2z

fs(z) =2 — cosx + sin 2x + 3 cos 2z

fa(z) =14 4sinx — 2cosz — 2sin 2z + cos 2z
fs(x) =4+ sinz — cosx + 5cos 2x

¢) Completar la base B hasta obtener una base del subespacio engendrado por

S.

4.37. En el espacio vectorial V' = .#5, de las matrices reales de tamano 2 x 2, se consideran
los sistemas S = (My, My, M3, My) y T' = (Ny, No, N3, Ny, N5), donde:

12 1 -1 2 5 0 —1
R ) B (R )

2 1 10 3 —2 0 4 10

s (5 L) e () e (1) e (60 v ()

Comprobar si S y T son sistemas equivalentes. Hallar bases de los subespacios que
engendran S y 7T
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4.38. Sea A una matriz cuadrada de tamato n x n; sean Cy, Cs, ..., C, matrices columna
de tamano n x 1. Probar que:

a) Si los vectores columna AC;, AC,, ..., AC, son LI, entonces Cy,Cy,...,C,
también son LI.

b) SiAtieneinversay Cy,Cy, ..., C,son LI, entonces ACy, ACs, ..., AC, también
son LI.

4.39. En el espacio vectorial #(R,R), de las funciones de R en R, se consideran las
funciones

filw) = €M7, fo(x) = 7, fol2) = e™"

Comprobar que si estas n funciones son linealmente independientes, entonces los
nimeros reales aq, ..., a, son todos distintos.
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